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2 Objetivo 
El objetivo de este trabajo es consolidar y ampliar los conocimientos en 
termodinámica, transferencia de calor, dinámica de fluidos computacional, 
aerodinámica, etc., así como su aplicación en sistemas térmicos y fluídicos concretos, 
con el fin de mejorar la eficiencia energética. 
La metodología básica del estudio será la simulación numérica de las fenomenologías 
de dinámica de fluidos y transferencia de calor y masa presentes. 
Se propondrán casos de referencia para verificar el código desarrollado y las 
soluciones numéricas obtenidas. Siempre que sea necesario se validarán los modelos 
matemáticos en base a la contratación de los resultados con los datos experimentales 
o de simulaciones avanzadas obtenidos por el CTTC o por otros investigadores. 
En una segunda fase, y en función de las habilidades desarrolladas, se desarrollará la 
aplicación en el diseño en ámbitos concretos. A fin de ejemplificar lo dicho 
mencionaremos: aerodinámica, intercambiadores de calor, ventilación, climatización, 
etc. 
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3 Abstract 
El presente estudio introduce al lector en el campo de los intercambiadores de calor. 
Estos serán definidos y clasificados, presentando los tipos más comunes en el sector 
industrial y describiendo sus principios y funcionamiento. 
Dado que la base de este estudio es el CFD,  se ha escogido como caso de interés 
relacionado con los intercambiadores de calor el problema de la Differentially heated 
cavity. Este es un problema de referencia dentro del campo del CFD. El caso será 
introducido y se propondrá una formulación numérica adecuada. Los resultados se han 
considerado correctos una vez realizada la comparación con diferentes ensayos de 
diferentes autores. 
Dado que el objetivo de este proyecto es probar los conocimientos adquiridos a lo 
largo de los seminarios impartidos por el CTTC, se presentarán los casos previos 
realizados. De esta manera el lector podrá ver y sentir el progreso que culmina con el 
caso de la Differentially heated cavity. Estos estudios previos están divididos en : 
Conducción, Convección-Difusión, Driven Cavity y Burguers equation. 
En la sección dedicada a la conducción, se ha escrito un solver transitorio, dde modo 
que se puedan resolver tanto problemas transitorios como estacionarios. El caso 
presentado se trata de un problema de conducción transitoria bidimensional. Este ha 
sido expuesto y comparado con los trabajos realizados por el CTTC, considerando que 
los resultados obtenidos son satisfactorios. 
En la sección dedicada a la Convección-Difusión, se ha presentado como caso 
característico el problema de Smith-Hutton. Este se ha resuelto por medio de 
diferentes esquemas numéricos y diferentes refinamientos de malla por tal de poder 
realizar una comparativa y estudiar la influencia del refinamiento y el esquema 
utilizado. Los resultados obtenidos, como en el caso anterior, se han considerado 
buenos por su concordancia con los obtenidos por el CTTC. 
Por medio del caso del Lid driven cavity se ha presentado el esquema Adams-
Bashforth. En este problema se han obtenido diferentes soluciones en función del 
número de Reynolds: 100, 400, 1000, 3200, 5000, 7500 y 10000. En este caso se ha 
utilizado una malla regular estructurada, se ha podido comprobar que este tipo de 
malla genera resultados menos precisos que una malla con estrechamiento en las 
paredes, y que para obtener los mismos resultados se debe utilizar mallas mucho más 
refinadas. 
Por último, por tal de introducir el fenómeno de la turbulencia, se ha solucionado la 
ecuación de Burguers en el espacio de Fourier. En este apartado no se presenta la 
turbulencia, solo se ha resuelto la ecuación de Burguers. Una vez solucionada, se ha 
empleado otro método de resolución denominado LES Eddy-viscosity. EN ambos 
casos se ha llegado a una solución que está en total concordancia con la 
proporcionada por el CTTC.   
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4 Justificación 
Teniendo en cuenta la naturaleza impredecible y la todavía ignorancia sobre muchos 
de los principales aspectos de la transferencia de calor y dinámica de fluidos, esta es 
una de esas ciencias basadas en la experimentación. Al comienzo, estas 
investigaciones eran caras, muy costosas e incluso peligrosas. Pero gracias a la 
evolución de los ordenadores, los investigadores han encontrada su herramienta 
clave. El uso de los métodos computacionales en esta basto rango de diferente áreas 
se ha ganado su propia denominación, CFD (Computacional Fluid Dymanics) y desde 
cierto punto de vista constituye y ciencia por sí solo. 
CFD es el análisis de sistemas en los que encontramos fluidos, transferencia de calor 
o fenómenos asociados. Las técnicas usadas para la implementación del tratamiento 
numérico de las ecuaciones diferenciales data de principios del siglo XX, pero gracias 
al avance de en los ordenadores se experimentado una gran evolución. Por esto CFD 
es tan potente y utilizado en aplicaciones industriales y no industriales como: 
aerodinámica, hidrodinámica, hidrología, procesos químicos, meteorología, etc. 
Algunos de los principales desarrolladores de códigos CFD son empresas 
aeronáuticas e industriales como BOEING, EADS, R&D y obviamente un gran número 
de universidades alrededor del mundo. 
Teniendo en cuenta toda esta información, el estudio a realizar sobre CFD, 
transferencia de calor y dinámica de fluidos está justificado, siendo las razones 
principales: 
 La actual importancia y uso de CFD en la industria aeronáutica. 
 La reducción de costes que implica el uso de CFD frente a la experimentación. 
 La necesidad que presenta el mercado laboral de personal cualificado y con 
conocimientos de CFD y transferencia de calor, en la industria pero sobre todo 
el ámbito aeronáutico y automoción. 
 
A todo esto debemos añadir la importancia que tiene actualmente el uso de métodos 
CFD en el estudio y simulación de la turbulencia, tema de gran importancia y continuo 
desarrollo. Dado que si el tiempo lo permite, este estudio intentará introducirse en este 
ámbito de la dinámica de fluidos, podemos considerarlo como otra buena razón para 
continuar con su realización. 
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5 Alcance del estudio 
 
Durante la realización de este estudio se llevarán a cabo las siguientes actividades: 
 Una introducción a los métodos numéricos aplicados en la solución de las 
ecuaciones ce conservación de masa, cantidad de movimiento y energía. 
 Presentación de los casos previos, utilizados con el fin de poder desarrollar y 
verificar el código. 
 Estado del arte sobre el caso a resolver durante el estudio, Differentially heated 
cavity. 
 Formulación numérica del caso basada en el método de Volúmenes Finitos. 
 Análisis de los resultados obtenidos por medio de la simulación. 
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6 Casos Previos 
6.1 Unsteady diffusion 
En este problema el término difusión debe ser entendido como Conducción. La 
conducción se define como la transferencia de calor de una parte de un cuerpo a otra 
debida a la existencia de una diferencia de temperaturas. Dado que la dirección de la 
transferencia de calor es de mayores a menores temperaturas, el gradiente de la 
misma será negativo. Este proceso tiene lugar a nivel molecular, donde las moléculas 
con alto nivel de energía transfieren energía a aquellas de menor nivel. Existen 
diferencias entre los procesos de conducción en función de si se produce en un gas,  
un líquido o un sólido. En gases, existe un movimiento aleatorio continuo que provoca 
que las partículas con alto nivel de energía colisionen con las de menor nivel 
provocando el intercambio de energía y cantidad de movimiento. En el caso de un 
líquido, las moléculas se encuentran más cercanas las unas de las otras que en el 
caso gaseoso,  pero a pesar de ello la transferencia de energía se produce de manera 
similar. Para los sólidos ya tenemos que diferenciar si estos son dieléctricos o 
conductores, cuando son dieléctricos, el proceso de conducción tiene lugar gracias a 
ondas causadas por el movimiento atómico. En el caso de tener un sólido conductor, 
esta transferencia debida a las ondas es solo una pequeña fracción de toda la 
transferencia de calor, el principal mecanismo de transferencia es el movimiento libre 
de los electrones. 
Como se dijo al comienzo del párrafo anterior, la transferencia de calor tiene gradiente 
negativo. Este hecho se puede observar en la siguiente ecuación, donde se expresa el 
flujo de calor en función de la temperatura, siendo este proporcional al gradiente por 
medio de una constante, λ, conocida como conductividad térmica. 
𝑞 = −𝜆
𝜕𝑇
𝜕𝑥
  
La conducción es probablemente el mecanismo de transferencia de calor más 
conocido. 
El objetivo de este estudio previo es no es explicar el fenómeno de la conducción si no 
probar el conocimiento adquirido sobre él. Para ello se ha utilizado Two-Dimensional 
Transient Conduction Problem, documento obtenido del CTTC. 
6.1.1 Two-Dimensional Transient Conduction Problem 
Este ejercicio se puede encontrar en [11], donde se plantean diferentes restricciones y 
requisitos. El problema consiste en la resolución de un problema transitorio de 
conducción bidimensional. 
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El objetivo de su solución es familiarizarse con la nomenclatura y programación, así 
como conseguir entender los diferentes métodos numéricos en el caso transitorio: 
Implícito y explícito. 
6.1.1.1 Definición del problema 
Una barra de gran longitud está compuesta por cuatro materiales diferentes (M1 a 
M4), representados por diferentes colores en la Figura 1. Todas las líneas son 
paralelas a los ejes coordenados. Las coordenadas de los puntos p1 a p3 se 
encuentran en la Tabla 1. Las propiedades de los materiales pueden obtenerse de la 
Tabla 2. Cada una de las fronteras del contorno interactúa con el exterior de diferente 
manera como se describe en la Figura 1. Tomar como temperatura inicial del campo 
𝑇 = 8.00𝑜𝐶. 
 
Figura 1. Esquema del problema. (Adaptado de [...]) 
 X [m] Y [m] 
P1 0.50 0.40 
P2 0.50 0.70 
P3 1.10 0.80 
Tabla 1. Coordenadas del problema 
 𝝆 [Kg/m3] Cp [J/KgK] 𝜿 [W/mK] 
M1 1500 750 170 
M2 1600 770 140 
M3 1900 810 200 
M4 2500 930 140 
Tabla 2.Propiedades físicas 
Para terminar con la definición del problema se presenta la ecuación que gobierna el 
fenómeno, en este caso: 
𝐶𝑣𝜌
𝜕𝑇
𝜕𝑡
= ∇ · (𝜆∇𝑇) + 𝑄𝑣 
Miguel Menéndez Melgoso 
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Donde  𝐶𝑣 es el calor específico del material, λ es la conductividad térmica y 𝑄𝑣 son las 
fuentes internas, en el caso de que las haya. 
6.1.1.2 Resolución 
Para este problema se plantea una malla simple estructurada y regular como se 
muestra en la Figura 2. 
 
Figura 2. Malla regular estructurada 
Se debe prestar atención a como se encuentran situados los nodos de la frontera y 
como su volumen de control es la mitad del resto, esto se ha realizado con el de hacer 
coincidir los nodos con las caras del volumen de control. Al hacer uno de esta malla 
debemos tener cuidado en los volúmenes de control adyacentes a aquellos de las 
fronteras porque la formulación de su equilibrio es totalmente diferente.  Aunque este 
tipo de malla será de gran ayuda in problemas posteriores, estos problemas podrían 
evitarse si los nodos de la frontera se encontraran dentro del sistema y los volúmenes 
adyacentes tomaran una aproximación regresiva / progresiva de la derivada de primer 
orden. 
En cuanto a la formulación numérica, para este caso se van a plantear dos 
formulaciones diferentes. La primera es una desratización completamente explicita y la 
segunda una formulación completamente implícita. 
Formulación Explicita. 
Para la discretización temporal, se utilizará un esquema de diferencias centrales para 
el término de la derivada temporal: 
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𝜕𝑇
𝜕𝑡
|
𝑛+
1
2
≈
𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛
∆𝑡
 
Para los términos de difusión y fuentes internas se utilizará un esquema explícito. De 
manera de la ecuación semidiscreta queda: 
𝐶𝑣𝜌
𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛
∆𝑡
= (∇2𝑇)𝑛 + 𝑄𝑣
𝑛 
Haciendo uso del teorema de Gauss-Ostrogradsky y tras unas pequeñas 
transformaciones se obtiene el siguiente sistema: 
𝑇𝑝
𝑛+1 =
𝑎𝐸𝑇𝐸
𝑛 + 𝑎𝑊𝑇𝑊
𝑛 + 𝑎𝑁𝑇𝑁
𝑛 + 𝑎𝑆𝑇𝑆
𝑛 + 𝑏𝑃
𝑎0
 
𝑎0 =
𝜌𝐶𝑣∆𝑥∆𝑦
∆𝑡
 
𝑎𝐸 =
𝜆𝑒∆𝑦
𝑑𝑝𝑒
 
𝑎𝑊 =
𝜆𝑤∆𝑦
𝑑𝑝𝑤
 
𝑎𝑁 =
𝜆𝑛∆𝑥
𝑑𝑝𝑛
 
𝑎𝑆 =
𝜆𝑠∆𝑥
𝑑𝑝𝑠
 
𝑎𝑃 = 𝑎0 + 𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆 
𝑏𝑃 = 𝑇𝑃
𝑛(𝑎0 − 𝑎𝐸 − 𝑎𝑊 − 𝑎𝑁 − 𝑎𝑆) + 𝑄𝑣∆𝑥∆𝑦 
Todo esto es aplicable a los nodos internos, para los nodos de la frontera se utilizará 
las siguientes expresiones: 
Nodos de la frontera derecha: 
𝑇𝑃
𝑛+1 = 8 + 0.005𝑡 
Nodos de la frontera izquierda: 
𝑇𝑃
𝑛+1 = 𝑇𝑆
𝑛+1 − 𝑄𝑣 (
𝑑𝑝𝑠
𝜆𝑃
) 
Nodos de la frontera inferior: 
𝑇𝑃
𝑛+1 = 8 
Nodos de la frontera superior: 
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𝑇𝑃
𝑛+1 = 𝑇𝑆
𝑛+1 
Finalmente, en la siguiente imagen, se muestra el algoritmo de resolución para el caso 
explícito. 
Formulación Implícita 
Para la discretización temporal, se utilizará un esquema de diferencias centrales para 
el término de la derivada temporal: 
𝜕𝑇
𝜕𝑡
|
𝑛+
1
2
≈
𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛
∆𝑡
 
Para los términos de difusión y fuentes internas se utilizará un esquema implícito. De 
manera de la ecuación semidiscreta queda: 
𝐶𝑣𝜌
𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛
∆𝑡
= (∇2𝑇)𝑛+1 + 𝑄𝑣
𝑛+1 
Haciendo uso del teorema de Gauss-Ostrogradsky y tras unas pequeñas 
transformaciones se obtiene el siguiente sistema: 
𝑎𝑃𝑇𝑃
𝑛+1 = 𝑎𝐸𝑇𝐸
𝑛+1 + 𝑎𝑊𝑇𝑊
𝑛+1 + 𝑎𝑁𝑇𝑁
𝑛+1 + 𝑎𝑆𝑇𝑆
𝑛+1 + 𝑏𝑃 
𝑎0 =
𝜌𝐶𝑣∆𝑥∆𝑦
∆𝑡
 
𝑎𝐸 =
𝜆𝑒∆𝑦
𝑑𝑝𝑒
 
𝑎𝑊 =
𝜆𝑤∆𝑦
𝑑𝑝𝑤
 
𝑎𝑁 =
𝜆𝑛∆𝑥
𝑑𝑝𝑛
 
𝑎𝑆 =
𝜆𝑠∆𝑥
𝑑𝑝𝑠
 
𝑎𝑃 = 𝑎0 + 𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆 
𝑏𝑃 = 𝑎0𝑇𝑃
𝑛 + 𝑄𝑣∆𝑥∆𝑦 
Todo esto es aplicable a los nodos internos, para los nodos de la frontera se utilizará 
las siguientes expresiones: 
Nodos de la frontera derecha: 
𝑇𝑃
𝑛+1 = 8 + 0.005𝑡 
𝑎𝐸 = 𝑎𝑊 = 𝑎𝑁 = 𝑎𝑆 = 0 
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𝑎𝑃 = 1 
𝑏𝑃 = 8 + 0.005𝑡 
Nodos de la frontera izquierda: 
𝛼(𝑇𝑔 − 𝑇𝑃)∆𝑦 = −𝜆𝑃 (
𝑇𝐸 − 𝑇𝑃
𝑑𝑝𝑒
)∆𝑦 
𝑎𝑊 = 𝑎𝑁 = 𝑎𝑆 = 0 
𝑎𝐸 =
−1
1 +
𝛼𝑑𝑝𝑒
𝜆𝑃
 
𝑎𝑃 = 1 
𝑏𝑃 =
𝛼𝑑𝑝𝑒
𝜆𝑃
(
𝑇𝑔
1 +
𝛼𝑑𝑝𝑒
𝜆𝑃
) 
Nodos de la frontera inferior: 
𝑇𝑃 = 8 
𝑎𝐸 = 𝑎𝑊 = 𝑎𝑁 = 𝑎𝑆 = 0 
𝑎𝑃 = 1 
𝑏𝑃 = 8 
Nodos de la frontera superior: 
−𝜆𝑃
𝜕𝑇
𝜕𝑦
= −𝜆𝑃
𝑇𝑃 − 𝑇𝑆
𝑑𝑝𝑛
= 𝑄𝑡𝑜𝑝 
𝑎𝐸 = 𝑎𝑊 = 𝑎𝑁 = 0 
𝑎𝑆 = −1 
𝑎𝑃 = 1 
𝑏𝑃 = −𝑄𝑡𝑜𝑝 (
𝑑𝑝𝑠
𝜆𝑝
) 
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6.1.1.3 Resultados & Conclusiones 
Antes de comenzar a mostrar los resultados se debe comentar, que a pesar de 
mostrar las formulaciones tanto implícita como explícita del problema, dado que en 
este problema lo que realmente importa es la solución transitoria y que el algoritmo 
explícito presenta un menor tiempo de resolución, solo se presentarán los resultados 
de este. Ahora bien a la hora de trabajar con un esquema implícito se plantea el 
problema de la limitación del time step. Existen diversas maneras de tenerlo en 
cuenta, una de ellas es calcular la condición CFL (Courant- Friedrichs-Lewy), la cual 
plantea que el time step debe ser menor que un cierto valor. Según [21] otra posible 
solución es tener en cuenta que ninguno de los coeficientes 𝑎𝑝, 𝑎𝐸 , 𝑎𝑊, 𝑎𝑁, 𝑎𝑆 debe 
ser negativo, de manera que el sistema no acabe siendo inestable. Teniendo en 
cuenta estas dos posibles soluciones, se pueden obtener las siguientes expresiones 
que permiten calcular el valor del time step: 
𝑎𝑃 = 𝑎0 − 𝑎𝐸 − 𝑎𝑊 − 𝑎𝑁 − 𝑎𝑆 > 0 
𝑎0 > 𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆 
𝜌𝐶𝑣∆𝑥∆𝑦
∆𝑡
> 𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆 
∆𝑡 <
𝜌𝐶𝑣∆𝑥∆𝑦
𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆
 
Por tanto si se cumple la condición planteada en la ecuación anterior, durante todo el 
proceso de cálculo, el sistema será estable y obtendremos una solución realista desde 
el punto de vista físico. 
A continuación se encuentran los resultados obtenidos, Figura 4, así como los 
resultados obtenidos por el CTTC, Figura 3, los cuales han sido utilizados como 
solución de referencia.  
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Figura 3. Isothermas instantaneas en t = 5000 s 
 
 
Figura 4. Isotermas instantaneas en t = 5000 s Algoritmo explícito con un time step =0.0625 s. 
Ambas imágenes presentan las mismas isotermas, como podemos comprobar 
coinciden casi en su totalidad menos aquella correspondiente a 23o C que en la 
simulación realizada presenta una pequeña desviación en la zona inferior. Esto puede 
deberse a problemas de resolución a del programa utilizado para la visualización de 
resultados o que exista algún pequeño error a la hora de redondear los decimales 
durante el cálculo.  
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Como conclusión cabe comentar que ambos algoritmos, implícito y explícito, tienen 
sus ventajas y desventajas. En este caso el esquema explícito es mejor por las 
razones expuestas en párrafos anteriores, pero presenta un inconveniente y es que se 
trata de un esquema de primer orden, el cual no está muy valorado dada su sencillez. 
Aun así los resultados obtenidos son suficientemente precisos como para considerar 
que el problema se ha resuelto de manera apropiada. 
Cabe comentar que como posible mejora se podría haber utilizado un esquema 
explícito de segundo orden Adam-Bashforth, pero dado que cuando se resolvió este 
caso todavía no se había presentado este método en los seminarios del CTTC, no se 
tuvo en cuenta.  
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6.2 Unsteady convection and diffusion 
En este segundo caso el término difusión continuará significando transferencia de 
calor por conducción pero ya no estará restringida a un material sólido. Cuando un 
fluido juega un papel significante en el problema, los efectos de la convección se 
deben tener en cuenta. Esto quiere decir que se produce un transporte de las 
propiedades generales por medio de dos fenómenos diferentes: la difusión, 
relacionada con el movimiento molecular, y la convección, relacionada con el 
movimiento macroscópico. Como se muestra en la ecuación de transporte, derivada 
del Teorema de Transporte de Reynolds, la cual representa el balance de flujo en el 
volumen de control. 
𝜕(𝜌𝜙)
𝜕𝑡
+ ∇ · (𝜌?⃗?𝜙) = ∇ · (Γ∇𝜙) + 𝑆 
En esta ecuación, el primer término de la izquierda se corresponde con el término 
acumulativo, que representa el incremento de la propiedad general 𝜙en el volumen de 
control. El segundo término de la izquierda se corresponde con el flujo neto de 
convección. El primer término de la derecha se corresponde con el flujo de difusión y 
el segundo se corresponde con las posibles fuentes internas o externas, que 
representa la generación o destrucción de la propiedad general 𝜙 en el volumen de 
control. 
La ecuación de conducción-difusión y los problemas relacionados con ella asume 
conocido el campo de velocidades. Nótese que la ecuación anterior se utilizará para 
resolver problemas estáticos por medio de la naturaleza transitoria de la ecuación por 
tal de conseguir hacer converger la solución hasta que sea estática. 
El objetivo principal de esta sección no es explicar la naturaleza de la convección, sino 
presentar diferentes estudios que ayudan a explicar y mostrar algunos aspectos 
relevantes sobre el uso de esta ecuación. Finalmente conseguiremos probar la 
adquisición de los conocimientos durante los seminarios del CTTC. 
6.2.1 Formulación numérica 
Teniendo en cuenta las siguientes ecuaciones gobernantes, correspondiente con la 
Ecuación de Reynolds de Transporte y Ecuación de Continuidad: 
𝜕(𝜌𝜙)
𝜕𝑡
+ ∇ · (𝜌?⃗?𝜙) = ∇ · (Γ∇𝜙) + 𝑆 
𝜕𝜌
𝜕𝑡
+ ∇ · (𝜌?⃗?) = 0 
Usando un volumen finito rectangular  e integrando la primera ecuación y haciendo 
uso del teorema de Gauss-Ostrogradsky, obtenemos la siguiente expresión: 
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(𝜌𝜙)𝑃
𝑛+1 − (𝜌𝜙)𝑃
𝑛
∆𝑡
∆𝑥∆𝑦 + [(𝜌𝑢𝜙)𝑒
𝑛+1 − (𝜌𝑢𝜙)𝑤
𝑛+1]∆𝑦 + [(𝜌𝑣𝜙)𝑛
𝑛+1 − (𝜌𝑣𝜙)𝑠
𝑛+1]∆𝑥
= [(Γ
𝜕𝜙
𝜕𝑥
)
𝑒
𝑛+1
− (Γ
𝜕𝜙
𝜕𝑥
)
𝑤
𝑛+1
] ∆𝑦 + [(Γ
𝜕𝜙
𝜕𝑦
)
𝑛
𝑛+1
− (Γ
𝜕𝜙
𝜕𝑦
)
𝑠
𝑛+1
] ∆𝑥 + 𝑆𝑃
𝑛+1∆𝑥∆𝑦 
𝜌𝑛+1 − 𝜌𝑛
∆𝑡
∆𝑥∆𝑦 + [(𝜌𝑢)𝑒
𝑛+1 − (𝜌𝑢)𝑤
𝑛+1]∆𝑦 + [(𝜌𝑣)𝑛
𝑛+1 − (𝜌𝑣)𝑠
𝑛+1]∆𝑥 = 0 
Es conveniente definir los siguientes términos por tal de obtener ecuaciones discretas 
para los problemas de convección-difusión: 
𝐹𝑒 = 𝜌𝑢𝑒 ;  𝐹𝑤 = 𝜌𝑢𝑤 ;  𝐹𝑛 = 𝜌𝑣𝑛 ;  𝐹𝑠 = 𝜌𝑣𝑠 
𝐷𝑒 =
Γ𝑒
𝛿𝑥𝑒
 ;  𝐷𝑤 =
Γ𝑤
𝛿𝑥𝑤
 ;  𝐷𝑛 =
Γ𝑛
𝛿𝑦𝑛
 ;  𝐷𝑠 =
Γ𝑠
𝛿𝑦𝑠
 
Donde  𝛿𝑥𝑒,  𝛿𝑥𝑤, 𝛿𝑦𝑛 y 𝛿𝑦𝑠 son las distancias desde P hasta la correspondiente cara 
del volumen de control. Con estas nuevas expresiones las ecuaciones de 
conservación de masa y cantidad de movimiento pueden reescribirse como: 
(𝜌𝜙)𝑃
𝑛+1−(𝜌𝜙)𝑃
𝑛
∆𝑡
∆𝑥∆𝑦 + [(𝐹𝑒𝜙𝑒)
𝑛+1 − (𝐹𝑤𝜙𝑤)
𝑛+1]∆𝑦 + [(𝐹𝑛𝜙𝑛)
𝑛+1 − (𝐹𝑠𝜙𝑠)
𝑛+1]∆𝑥 =
[𝐷𝑒(𝜙𝑒 − 𝜙𝑝)
𝑛+1
− 𝐷𝑤(𝜙𝑝 − 𝜙𝑤)
𝑛+1
] ∆𝑦 + [𝐷𝑛(𝜙𝑛 −𝜙𝑝)
𝑛+1
− 𝐷𝑠(𝜙𝑝 − 𝜙𝑠)
𝑛+1
] ∆𝑥 +
𝑆𝑃
𝑛+1∆𝑥∆𝑦   
𝜌𝑛+1 − 𝜌𝑛
∆𝑡
∆𝑥∆𝑦 + [𝐹𝑒
𝑛+1 − 𝐹𝑤
𝑛+1]∆𝑦 + [𝐹𝑛
𝑛+1 − 𝐹𝑠
𝑛+1]∆𝑥 = 0 
Cabe destacar el uso de un esquema de diferencias centrales para la discretización 
del término difusivo. 
Es conveniente introducir la ecuación de continuidad en la formulación, ya que esto 
dotará de mayor estabilidad el problema, ya que el cumplimiento de la continuidad 
implica que no habrá incoherencias físicas en la solución. Por lo tanto restando las 
ecuaciones anteriores. 
𝜌𝑝
𝑛(𝜙𝑃
𝑛+1 − 𝜙𝑃
𝑛)
Δ𝑡
Δ𝑥Δ𝑦 + [(𝐽𝑒 − 𝐽𝑤)
𝑛+1 + (𝐽𝑛 − 𝐽𝑠)
𝑛+1]
− 𝜙𝑃
𝑛+1[(𝐹𝑒 − 𝐹𝑤)
𝑛+1 + (𝐹𝑛 − 𝐹𝑠)
𝑛+1] = 𝑆𝑃
𝑛+1Δ𝑥Δ𝑦 
Donde,  
𝐽𝑒 = [𝐹𝑒 −𝐷𝑒(𝜙𝐸 − 𝜙𝑃)]Δ𝑦 
𝐽𝑤 = [𝐹𝑤 − 𝐷𝑤(𝜙𝑃 − 𝜙𝑊)]Δ𝑦 
𝐽𝑛 = [𝐹𝑛 − 𝐷𝑛(𝜙𝑁 − 𝜙𝑃)]Δ𝑥 
𝐽𝑠 = [𝐹𝑠 − 𝐷𝑠(𝜙𝑃 − 𝜙𝑆)]Δ𝑥 
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6.2.2 Introducción  a los esquemas numéricos 
Los mayores errores debidos al esquema numérico utilizado en la simulación s se 
deben a las malas propiedades de las aproximaciones que este plantea. Las 
principales condiciones en cuanto a las propiedades del  esquema numérico que se 
deben cumplir para considerarlo una buena aproximación para el problema son: 
 Conservación: Dado que todas las ecuaciones implicadas en los problemas 
planteados están basadas en ecuaciones de conservación, todos los 
esquemas utilizados deben ser conservativos. 
 Acotado: Como es sabido una condición suficiente para un método iterativo 
convergente puede venir expresada en función del valor de los coeficientes. 
Tras el álgebra y ciertas demostraciones se puede constatar que si el esquema 
diferencial produce los coeficientes de modo que formen una matriz diagonal 
dominante, se garantiza la convergencia. En ingeniería la mayoría de los 
problemas producen matrices diagonales dominantes, aunque de todos modos 
se debe prestar atención, sobre todo, en el uso de esquemas explícitos para 
evitar que el problema no quede acotado. 
 Transportiveness: Este término hace referencia a la relación entre la 
direccionalidad de influencia y el flujo direccional, así como la relación entre la 
influencia de la difusión y convección. Por tal de entenderlo mejor se define el 
número de Peclet: 
𝑃𝑒 =
𝐹
𝐷
 
 La magnitud del número de Peclet indica si el nodo P viene influenciado por 
 el nodo W o el nodo E, por tanto nos expresa la dirección del flujo. Como 
 casos extremos encontramos: 
 𝑃𝑒 → 0: Difusión pura, no existe convección. 
 𝑃𝑒 → ∞: Convección pura, no existe difusión. 
 Precisión: Dado que las aproximaciones se realizan a través de series de 
Taylor, el truncamiento de las mismas produce un error que define la precisión 
del esquema. En la actualidad no se considera suficientemente serio un 
esquema si su orden es menor dos. 
6.2.3 Esquemas numéricos de orden inferior. 
Teniendo en cuenta que los términos difusivos han sido expresados por medio de un 
esquema de diferencias centrales de segundo orden, el problema ahora es encontrar 
la discretización adecuada para los términos convectivos en las caras del volumen de 
control 𝜙𝑒,  𝜙𝑤, 𝜙𝑛 y 𝜙𝑠. Existe un gran rango de posibilidades, aquí presentaremos las 
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más comunes entre los esquemas de bajo orden. En este documento no encontrará la 
derivación de las ecuaciones, para mayor información sobre ello leer [21] o [23]. 
 Upwind Differencing Scheme (UDS): Constituye un esquema de primer orden. 
Este esquema tiene en cuanta la dirección del flujo a la hora de determinar el 
valor de la propiedad en la cara. El valor convectivo 𝜙𝑓𝑎𝑐𝑒 se supone igual al 
del nodo vecino del que procede el flujo. 
𝜙𝑒 = {
𝜙𝑝 𝑠𝑖 𝐹𝑒 > 0
𝜙𝐸𝑠𝑖 𝐹𝑒 < 0
  ;  𝜙𝑤 = {
𝜙𝑊 𝑠𝑖 𝐹𝑤 > 0
𝜙𝑃 𝑠𝑖 𝐹𝑤 < 0
 
𝜙𝑛 = {
𝜙𝑃 𝑠𝑖 𝐹𝑛 > 0
𝜙𝑁 𝑠𝑖 𝐹𝑛 < 0
 ;  𝜙𝑠 = {
𝜙𝑆 𝑠𝑖 𝐹𝑠 > 0
𝜙𝑃 𝑠𝑖 𝐹𝑠 < 0
 
 El mayor problema que presenta este tipo de esquema es que provoca que 
 la distribución de las propiedades se vea contaminada. Este efecto es 
 conocido como falsa difusión. Además se trata de un esquema de primer 
 orden por lo que no es lo suficientemente serio. A pesar de todo esto debido 
 a que está acotado y su simplicidad es un esquema bastante utilizado. 
 Central Differencing Scheme (CDS): Constituye un esquema de segundo 
orden. Este esquema no tiene en cuenta la dirección del flujo, ya que la 
aproximación del valor en las caras 𝜙𝑓𝑎𝑐𝑒 se realiza por medio de una 
interpolación lineal correspondiente con la media aritmética : 
𝜙𝑒 =
𝜙𝐸 + 𝜙𝑃
2
 ;  𝜙𝑤 =
𝜙𝑃 + 𝜙𝑊
2
 
𝜙𝑛 =
𝜙𝑁 +𝜙𝑃
2
 ; 𝜙𝑠 =
𝜙𝑃 +𝜙𝑆
2
 
 El mayor problema que presenta este tipo de esquema es que su acotación 
 es sensible al número de Peclet, sobre todo cuando este es mayor que 2. 
 Esto provoca, que cuando el término convectivo es el doble del difusivo, los 
 resultados obtenidos por la simulación son físicamente incoherentes. 
 Hibrid Differencing Scheme (HDS): Este esquema consiste en la combinación 
de los esquemas UDS y el CDS. De manera que con ello solucionamos el 
problema que presentaba el esquema CDS cuando el número de Peclet era 
mayor que 2, ya que a partir de esos valores se utiliza el esquema UDS. 
 Exponential Differencing Scheme (EDS): Constituye un esquema de segundo 
orden. Consiste en tomar la solución exacta para el problema unidimensional , 
que puede encontrarse en [21]. El mayor problema que presenta es la mayor 
carga computacional que plantea el cálculo exponencial. 
 Power Law Differencing Scheme (PLDS): Constituye un esquema de segundo 
orden. Las propiedades de este esquema son similares al esquema HDS. El 
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esquema PLDS es mucho más preciso ya que este trata de representar la 
solución del problema unidimensional pero evitando el uso de la exponencial, 
por medio del uso de un polinomio de 5º orden. Su mayor problema vuelve a 
ser el exceso de trabajo computacional en comparación con el resto de 
esquemas presentados menos con el EDS. 
Si generalizamos las ecuaciones del sistema a resolver, utilizando el parámetro 𝐴(𝑃𝑒), 
que es función del número de Peclet,  podemos introducir todos los esquemas 
anteriores. Para una explicación más detallada leer [21]. Haciendo uso de la 
formulación implícita, el sistema quedaría: 
𝑎𝑃𝜙𝑃
𝑛+1 = 𝑎𝐸𝜙𝐸
𝑛+1 + 𝑎𝑊𝜙𝑊
𝑛+1 + 𝑎𝑁𝜙𝑁
𝑛+1 + 𝑎𝑆𝜙𝑆
𝑛+1 + 𝑏𝑃 
𝑎𝐸 = 𝐷𝑒𝐴(|𝑃𝑒𝑒|) + 𝑚𝑎𝑥(−𝐹𝑒, 0) 
𝑎𝑊 = 𝐷𝑤𝐴(|𝑃𝑒𝑤|) + 𝑚𝑎𝑥(𝐹𝑤 , 0) 
𝑎𝑁 = 𝐷𝑛𝐴(|𝑃𝑒𝑛|) + 𝑚𝑎𝑥(−𝐹𝑛, 0) 
𝑎𝑆 = 𝐷𝑠𝐴(|𝑃𝑒𝑠|) + 𝑚𝑎𝑥(𝐹𝑠, 0) 
𝑎𝑃 = 𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆 + 𝜌𝑃
𝑛
Δ𝑥Δ𝑦
Δ𝑦
 
𝑏𝑃 = 𝜌𝑃
𝑛
Δ𝑥Δ𝑦
Δ𝑦
𝜙𝑃
𝑛 + 𝑆𝑝
𝑛+1Δ𝑥Δ𝑦 
Donde,  
𝐴(𝑃𝑒𝑖) =
{
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑈𝐷𝑆                                      1
𝐶𝐷𝑆                    1 − 0.5|𝑃𝑒|
𝐻𝐷𝑆   max[0, 1 − 0.5|𝑃𝑒|]
𝐸𝐷𝑆                         
|𝑃𝑒|
𝑒|𝑃𝑒| − 1
      𝑃𝐿𝐷𝑆   max[0, (1 − 0.1|𝑃𝑒|)5]
 
6.2.4 Esquemas de orden superior  
El uso de esquemas basado en el esquema upwind asegura una gran estabilidad así 
como el cumplimiento de la transportiveness, aunque el uso de esquema de primer 
orden conlleva errores de difusión. Este tipo de errores puede minimizarse mediante el 
uso de esquemas de alto orden. Estos esquemas implican el uso de más nodos 
vecinos y por tanto complica la resolución implícita del sistema. Un buen ejemplo de 
estos esquemas es el conocido QUICK (Quadratic Upwind Differencing Scheme), 
basado en interpolaciones cuadráticas para los valores de las caras. Esto provoca que 
𝜙𝑓𝑎𝑐𝑒 quede como: 
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𝜙𝑒 =
1
8
(6𝜙𝑃 + 3𝜙𝐸 − 𝜙𝑊) 
𝜙𝑤 =
1
8
(6𝜙𝑊 + 3𝜙𝑃 − 𝜙𝑊𝑊) 
𝜙𝑛 =
1
8
(6𝜙𝑃 + 3𝜙𝑁 − 𝜙𝑆) 
𝜙𝑠 =
1
8
(6𝜙𝑆 + 3𝜙𝑃 − 𝜙𝑆𝑆) 
Cabe destacar que en el esquema QUICK se debe prestar gran atención en los nodos 
frontera, ya que la no existencia de 𝜙𝐸𝐸, 𝜙𝑊𝑊, 𝜙𝑁𝑁 y  𝜙𝑆𝑆 en los nodos de la frontera 
constituye un problema. Como se puede ver en [23] una posible solución es el uso de 
un nodo espejo. 
El valor de 𝜙0 en el nodo espejo se corresponde con la extrapolación lineal siguiente: 
𝜙0 = 2𝜙𝐴 − 𝜙𝑃 
Hay que prestar atención a que en los nodos frontera, el gradiente debe evaluarse con 
una expresión consistente a la del nodo frontera presentada anteriormente. Estos 
nodos adyacentes a los nodos frontera tendrán una formulación específica y por tanto 
implicará una mayor complicación del sistema  tanto en su formulación como 
implementación. 
6.2.5 Mallado 
En este caso utilizaremos un mallado diferente al utilizado en el problema de 
conducción, aquí en lugar de hacer coincidir los nodos con la frontera plantearemos 
una malla que nos permita tener nodos fuera el dominio de manera que los valores de 
las propiedades en la frontera se corresponda con los valores de las caras del 
volumen de control. 
 Este tipo de mallado provoca que en el momento de aplicación de las ecuaciones en 
los volúmenes de control adyacentes a la frontera requieran un tratamiento especial. 
Además con esta malla conseguimos que todos los nodos interiores se rijan por las 
mismas ecuaciones sin necesitar tratamientos espaciales.  
6.2.6 Planteamiento explícito 
Otro modo de plantear este problema es por medio de un método explícito. En este 
caso se omitirá todo el desarrollo matemático y directamente se presentarán las 
ecuaciones a utilizar en caso de que se desee un método explícito. 
𝜙𝑃
𝑛+1 = (
𝑎𝐸
𝑎0
)𝜙𝐸
𝑛 + (
𝑎𝑊
𝑎0
)𝜙𝑊
𝑛 + (
𝑎𝑁
𝑎0
)𝜙𝑁
𝑛 + (
𝑎𝑆
𝑎0
)𝜙𝑆
𝑛 + 𝑏𝑝 
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𝑎𝐸 = 𝐷𝑒𝐴(|𝑃𝑒𝑒|) + 𝑚𝑎𝑥(−𝐹𝑒, 0) 
𝑎𝑊 = 𝐷𝑤𝐴(|𝑃𝑒𝑤|) + 𝑚𝑎𝑥(𝐹𝑤 , 0) 
𝑎𝑁 = 𝐷𝑛𝐴(|𝑃𝑒𝑛|) + 𝑚𝑎𝑥(−𝐹𝑛, 0) 
𝑎𝑆 = 𝐷𝑠𝐴(|𝑃𝑒𝑠|) + 𝑚𝑎𝑥(𝐹𝑠, 0) 
𝑎0 =
𝜌𝑛+1Δ𝑥Δ𝑦
Δ𝑡
 
𝑎𝑃 = 𝑎0 + 𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆 
𝑏𝑃 = (2 −
𝑎𝑃
𝑎0
)𝜙𝑃
𝑛 
Si se presta atención a 𝑎0 se comprueba que es función de 𝜌
𝑛+1, lo cual quiere decir 
que el sistema es implícito, pero los problemas a resolver durante esta sección son 
incompresibles por lo que  𝜌𝑛+1 = 𝜌𝑛. Condición que nos permite llevar a cabo una 
resolución explícita con las expresiones planteadas anteriormente. 
A continuación se presentará el problema de Smith-Hutton, donde se podrá contrastar 
la información presentada anteriormente, así como realizar una comparativa entre los 
diferentes esquemas. 
6.2.7 Two-Dimensional Solenoidal Flow: Smith-Hutton Problem. 
Este problema no tiene solución analítica excepto para los casos en que el número de 
Peclet tiende a infinito. Aun así, los trabajos realizados por el CTTC proporcionan la 
solución numérica tomada como referencia para los casos en que 𝜌/Γ es igual a 10, 
1000 y 106. 
El problema consiste en un dominio rectangular, donde el campo de velocidades es 
conocido y tiene una distribución solenoidal, con la entrada y salida en la frontera 
inferior, tal y como se puede observar en la siguiente figura: 
 
Figura 5. Diagrama del problema de Smith-Hutton 
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Las condiciones de contorno para este problema son: 
 Condición de Dirichlet en todas las fronteras: 
𝜙𝛿 = {
1 − tanh𝛼                                 𝑒𝑛     − 1 < 𝑥 < 1 ; 𝑦 = 1
1 − tanh𝛼                                 𝑒𝑛       𝑥 = −1 ; 0 < 𝑦 < 1
1 − tanh𝛼                                𝑒𝑛          𝑥 = 1 ; 0 < 𝑦 < 1
1 + tanh[(2𝑥 + 1)𝛼]            𝑒𝑛          0 < 𝑥 < 1 ; 𝑦 = 0
 
 Condición de Neumann en la frontera inferior derecha: 
𝜕𝜙
𝜕𝑦
= 0    𝑒𝑛    0 < 𝑥 < 1 ; 𝑦 = 0 
El campo de velocidades viene definido por: 
𝑢(𝑥, 𝑦) = 2𝑦(1 − 𝑥2) 
𝑣(𝑥, 𝑦) = −2𝑥(1 − 𝑦2) 
Las soluciones de referencia aportadas por el CTTC son las siguientes: 
 
Tabla 3. Resultados CTTC 
6.2.7.1 𝜌/Γ = 10 
En primer lugar se mostrará la influencia del tamaño de la malla. La Figura [6] muestra 
diferentes soluciones del problema, mediante un esquema UDS, para los siguientes 
tamaños de malla 20x10, 100x50 y 400x200. A primera vista se observa que la 
solución numérica se aproxima a la de referencia a medida que aumenta el tamaño de 
la malla, ahora bien dado que el esquema UDS es el que mayor aporte de falsa 
difusión presenta, se puede comprobar que en el caso de 400x200 la solución se aleja 
de la de referencia. A pesar de ello se pude observar que las zonas de mayor 
precisión coinciden con las de mayores velocidades. Los posibles errores numéricos 
presentes en este caso son: 
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 Bajas velocidades: Provocan un aumento de la falsa difusión. 
 La no concordancia entre malla y líneas de corriente, dado que este hecho 
puede provocar errores numéricos e imprecisión.  
 
Figura 6. Distribución de 𝝓  a la salida con esquema UDS. Comparación de tamaños de malla 
En segundo lugar se mostrará la influencia de los esquemas de orden inferior. La 
siguiente figura muestra la comparación entre los esquemas UDS, CDS, HDS, EDS y 
PLDS para una malla de 20x10. 
 
Figura 7. Distribución de 𝝓 a la salida con una malla de 20x10. Comparativa de Esquemas 
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Claramente se observa que el esquema UDS es la peor opción, tal y como se 
esperaba. En cuanto al resto de esquemas, todos proporcionan aproximadamente el 
mismo nivel de precisión. Cabe destacar la falta de precisión de todos los esquemas 
en las proximidades de 𝑥 = 0, lo que hace plantearse que este error no es producto 
del esquema escogido, sino, por ejemplo, de un mal mallado debido al uso de una 
malla regular estructurada para un problema de distribución solenoidal. 
Por último se muestra la solución estacionaria del campo 𝜙, así como algunas 
isotermas. 
 
Figura 8. Campo 𝝓. Solución estacionaria 𝝆/𝚪 = 𝟏𝟎 
6.2.7.2 𝜌/Γ = 1000 
A continuación se llevarán a cabo las mismas comparativas que en el punto anterior. 
Dado que ahora la relación 𝜌/Γ es mayor, la influencia del termino convectivo 
aumenta, es decir el número de Peclet aumenta, por lo que el esquema CDS ya no es 
viable, dado que pasa ser inestable y no converge en una solución.  
En la siguiente figura se puede observar la comparación en función del tamaño de la 
malla: 
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Figura 9. Distribución de 𝝓 a la salida con UDS. Comparación tamaño de malla 
En este caso se puede comprobar que el tamaño de la malla influye de manera mucho 
más notable. Aun así, como en el caso anterior a medida que aumentamos el 
refinamiento de la malla nos acercamos con mayor precisión a la solución 
proporcionada por el CTTC. Como se podrá comprobar más adelante, el hecho de que 
en este caso influya en mayor medida el tamaño de la mala se debe a que las 
isotermas se encuentran mucho más cercanas las unas a las otras y por tanto 
debemos aumentar el refinamiento por tal de captar este fenómeno. 
A continuación se presenta la comparativa de los esquemas de bajo orden UDS, HDS, 
EDS y PLDS para una malla de 100x50. 
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Figura 10.Distribución de 𝝓  a la salida con un malla de tamaño 100x50. Comparación esquemas 
Se presenta la misma situación que para el caso anterior, en la que todos los 
esquemas presentan más o menos la misma precisión, a excepción del esquema UDS 
que, claramente, es la peor opción. En cuanto a la no presencia del esquema CDS en 
el gráfico, cabe recordar que este no consigue alcanzar la convergencia debido al alto 
valor del número de Peclet.  
Por último se presenta la solución estacionaria del campo 𝜙: 
 
Figura 11. Campo 𝝓. Solución estacionaria para 𝝆/𝚪 = 𝟏𝟎 
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6.2.7.3 𝜌/Γ = 106 
A continuación se realizarán las mismas comparativas que en los casos precedentes.  
Como sucedía en el caso anterior, al aumentar de nuevo la relación 𝜌/Γ, continúa 
tomando mayor importancia el término convectivo y por tanto sigue aumentando el 
número de Peclet. AL igual que en el caso anterior y por los mismos motivos, el 
esquema CDS no se ha tenido en cuenta. 
En la siguiente figura se puede observar una comparativa entre diferentes niveles de 
refinamiento de la malla. En este caso el refinamiento también será de gran 
importancia, por el mismo motivo que en el puto anterior. Se puede observar 
fácilmente como a medida que aumentamos el tamaño de la malla la solución tiende a 
la de referencia, aportada por el CTTC. 
 
Figura 12. Distribución de 𝝓 a la salida con UDS. Comparación tamaño de la malla. 
La siguiente figura muestra una comparativa entre los diferentes esquemas, UDS, 
HDS, EDS y PLDS. 
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Figura 13. Distribución de 𝝓 a la salida con un malla de tamaño 100x50. Comparación esquemas. 
En este caso las diferencias entre todos los esquemas son ínfimas, por lo que 
cualquiera de ellos supone una buena solución al problema.  
A continuación se presenta la solución estacionaria del campo 𝜙. 
 
Figura 14. Campo 𝝓. Solución estacionaria para 𝝆/𝚪 = 𝟏𝟎𝟔 
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6.2.8 Conclusiones 
A lo largo de esta sección se han presentado diferentes tipos de esquemas, tanto de 
orden superior como inferior, para resolver problemas transitorios de convección-
difusión. Por medio de la resolución del problema de Smith-Hutton se ha llevado a 
cabo una comparación entre los diferentes esquemas presentados y la solución 
numérica de referencia presente en los trabajos presentados por el CTTC, obteniendo 
unos resultados satisfactorios. 
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6.3 Lid driven cavity 
El lid driven cavity problem es uno de los problemas de CFD más conocidos. Este 
problema se ha utilizado como test o validación para nuevos códigos, solvers y 
métodos. Dada la simplicidad geométrica y de condiciones de contorno del problema 
se convierte en el test perfecto. Actualmente la atención se ha desviado del problema 
bidimensional  debido a que se han aceptado unos resultados como suficientemente 
buenos, estos se pueden encontrar en Ghia et al (1982).  
6.3.1 Definición del problema 
El problema bidimensional de la lid driven cavity consiste en un fluido incompresible 
confinado en una cavidad cuadrada en la que la pared superior se encuentra en 
movimiento. A causa del movimiento horizontal de la pared superior se produce una 
recirculación en el interior del fluido. 
6.3.2 Ecuaciones gobernantes 
Las ecuaciones que gobiernan el problema son las ecuaciones de Navier-Stokes, en 
este caso se utilizará su forma cartesiana y teniendo en cuenta las siguientes 
suposiciones: 
 Flujo bidimensional. 
 Flujo incompresible. 
 Diferencias de densidad lo suficientemente pequeñas como para poder ser 
despreciadas. 
Teniendo todo esto en cuenta, las ecuaciones de conservación quedan: 
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+
𝜕𝑣
𝜕𝑦
= 0 
𝜕𝑢
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦
= −
1
𝜌
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+ 𝜈 (
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
) 
𝜕𝑣
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦
= −
1
𝜌
𝜕𝑝
𝜕𝑦
+ 𝜈 (
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣
𝜕𝑦2
) 
Estás ecuaciones también pueden ser expresadas en su forma compacta, de modo: 
∇ · ?⃗? = 0 
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
+ (?⃗? · ∇)?⃗? = −
1
𝜌
∇𝑝 + 𝜈∇2?⃗? 
Tomando como parámetros adimensionales los siguientes: 
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?⃗? =
?⃗?
𝑈𝑙𝑖𝑑
 ;  ?⃗? =
?⃗?
𝐻
 ; 𝑝 =
𝑝
𝑝0
 
Y teniendo en cuenta la definición del número de Reynolds: 
𝑅𝑒 =
𝑈𝑙𝑖𝑑𝐻
𝜈
 
Podemos obtener las ecuaciones gobernantes adimensionales: 
∇ · ?⃗? = 0 
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
+ (?⃗? · ∇) ?⃗? = ∇𝑝 +
1
𝑅𝑒
∇2?⃗? 
6.3.3 Condiciones de Contorno 
Las condiciones de contorno que definen este problema son las que siguen: 
Pared Superior 
𝑢 = 1 ;  𝑣 = 0 ; 
𝜕𝑣
𝜕𝑦
= 0 ; 
𝜕𝑝
𝜕𝑦
= 0 
Paredes Laterales 
𝑢 = 0 ;  𝑣 = 0 ; 
𝜕𝑢
𝜕𝑥
= 0 ; 
𝜕𝑝
𝜕𝑥
= 0 
Pared inferior 
𝑢 = 0 ; 𝑣 = 0 ; 
𝜕𝑣
𝜕𝑦
= 0 ; 
𝜕𝑝
𝜕𝑦
= 0 
A pesar de todas estas condiciones por tal de resolver el problema debemos imponer 
una condición de contorno de Dirichlet en el campo de presión como mínimo en un 
punto. En este caso se ha impuesto la condición en el punto central de la pared 
inferior: 
𝑢 = 0 ; 𝑣 = 0 ; 
𝜕𝑣
𝜕𝑦
= 0 ;  𝑝 = 0 
6.3.4 Resolución 
En este caso se ha decidido utilizar una malla regular estructurada como la del caso 
de conducción. Una opción mejor hubiese sido utilizar una malla con estrechamiento 
en las paredes con tal de poder captar mejor los fenómenos de capa límite que allí 
suceden. Se ha rechazado su uso debido al gran tiempo de computación necesario. 
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Además en la resolución de este problema se introducirá el concepto de malla 
escalonada, trabajando con tres mallas diferentes, una para la velocidad horizontal, 
otra para la velocidad vertical y otra para la presión. De este modo cambiamos 
completamente el modo en que se discretizan y resuelven las ecuaciones, ya que al 
utilizar tres mallas también conlleva el uso de tres volúmenes de control y por tanto las 
ecuaciones de conservación de masa, cantidad de movimiento y energía se resolverán 
en el más apropiado de los tres. 
6.3.4.1 Formulación numérica 
En  este apartado se va a introducir la formulación numérica del problema. Por tal de 
resolver el sistema se utilizará un método de proyección. La base del Fractional Step 
Method que se va a utilizar es el teorema de descomposición de Hemholtz-Hodge. 
Teniendo en cuenta la ecuación de cantidad de movimiento: 
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
+ (?⃗? · ∇) ?⃗? = ∇𝑝 +
1
𝑅𝑒
∇2?⃗? 
Haciendo uso del teorema de descomposición de Helmholtz-Hodge, podemos realizar 
la siguiente descomposición: 
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
= 𝑅(?⃗?) − ∇𝑝 
Donde  
𝑅(?⃗?) = 𝐻(?⃗?) +
1
𝑅𝑒
∇2?⃗? 
𝐻(?⃗?) = (?⃗? · ∇)?⃗? 
En cuanto a la discretización temporal, se utilizará un esquema de diferencias 
centrales: 
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
|
𝑛+
1
2
≈
?⃗?𝑛+1 − ?⃗?𝑛
∆𝑡
+ 𝑂(∆𝑡2) 
Para el término convectivo de 𝑅(?⃗?) se utilizará un esquema explícito de segundo orden 
Adam-Bashforth: 
𝐻(?⃗?)𝑛+
1
2 ≈ 0.5[3𝐻(?⃗?)𝑛 − 𝐻(?⃗?)𝑛−1] + 𝑂(∆𝑡2) 
Para la laplaciana se utilizará un esquema Crank-Nicolson de segundo orden: 
(∇2?⃗?)𝑛+
1
2 ≈ 0.5[(∇2?⃗?)𝑛+1 + (∇2?⃗?)𝑛] + 𝑂(∆𝑡2) 
Por tanto las ecuaciones semi-discretas quedan: 
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?⃗?𝑛+1 − ?⃗?𝑛
∆𝑡
= 0.5[3𝐻(?⃗?)𝑛 − 𝐻(?⃗?)𝑛−1 + (∇2?⃗?)𝑛 + (∇2?⃗?)𝑛+1] − (∇𝑝)𝑛+1 
(∇ · ?⃗?)𝑛+1 = 0 
Haciendo uso de la descomposición expuesta anteriormente, se puede encontrar la 
velocidad predictiva por medio de las siguientes expresiones: 
𝑢𝑝 −
∆𝑡
2
(∇2𝑢)𝑝 = 𝑢𝑛 +
∆𝑡
2
[3𝐻(𝑢)𝑛 − 𝐻(𝑢)𝑛−1 + (∇2𝑢)𝑛] 
𝑣𝑝 −
∆𝑡
2
(∇2𝑣)𝑝 = 𝑣𝑛 +
∆𝑡
2
[3𝐻(𝑣)𝑛 − 𝐻(𝑣)𝑛−1 + (∇2𝑣)𝑛] 
Una vez se haya obtenido la velocidad predictiva, podemos obtener el campo de 
pseudopresión por medio de la siguiente expresión: 
∇2𝑝 = (∇ · ?⃗?)𝑝 
Por último, la velocidad del nuevo step se puede obtener de la expresión: 
(?⃗?)𝑛+1 = (?⃗?)𝑝 − ∇𝑝 
Cabe destacar que el tratamiento implícito de la Laplaciana o el término difusivo se 
debe a que de este modo evitamos un valor de time step demasiado restrictivo. 
A continuación se van a presentar las ecuaciones del sistema a resolver. 
Campo de velociades 𝒖𝒑 
 En estos apartados se ha omitido todo el proceso de algebra necesario para llegar al 
sistema siguiente: 
𝑎𝑝𝑈𝑝
𝑛+1 + 𝑎𝐸𝑈𝐸
𝑛+1 + 𝑎𝑊𝑈𝑊
𝑛+1 + 𝑎𝑁𝑈𝑁
𝑛+1 + 𝑎𝑆𝑈𝑆
𝑛+1 = 𝐵𝑢 
𝑎𝐸 = −(
𝑅𝑒∆𝑡
2∆𝑥
)
1
𝑑𝑝𝑒
 
𝑎𝑊 = −(
𝑅𝑒∆𝑡
2∆𝑥
)
1
𝑑𝑝𝑤
 
𝑎𝑁 = −(
𝑅𝑒∆𝑡
2∆𝑦
)
1
𝑑𝑝𝑛
 
𝑎𝑆 = −(
𝑅𝑒∆𝑡
2∆𝑦
)
1
𝑑𝑝𝑠
 
𝑎𝑃 = 1 − (𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆) 
𝐵𝑢 = 𝑢𝑝
𝑛 +
∆𝑡
2
[
1
∆𝑥
(
𝜕𝑢
𝜕𝑥
|
𝑒
−
𝜕𝑢
𝜕𝑥
|
𝑤
)
𝑛
+
1
∆𝑦
(
𝜕𝑢
𝜕𝑦
|
𝑛
−
𝜕𝑢
𝜕𝑦
|
𝑠
)
𝑛
+ (3𝐻(𝑢)𝑛 −𝐻(𝑢)𝑛−1)] 
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Donde 𝐻(𝑢)se ha calculado haciendo uso de un esquema de diferencias centrales, 
teniendo en cuenta que es un esquema de segundo orden y que los números de 
Reynolds usados en el problema son suficientemente pequeños para no provocar 
problemas de estabilidad o soluciones físicamente incorrectas. Teniendo en cuenta 
todo esto 𝐻(𝑢) queda como: 
𝐻(𝑢) = −(
𝑢𝑒
2 − 𝑢𝑤
2
∆𝑥
+
𝑢𝑛𝑣𝑛 − 𝑢𝑠𝑣𝑠
∆𝑦
) 
Donde 
𝑢𝑒 =
𝑈𝐸 + 𝑈𝑃
2
 ; 𝑢𝑤 =
𝑈𝑊 + 𝑈𝑃
2
 ;  𝑢𝑛 =
𝑈𝑁 + 𝑈𝑃
2
 ; 𝑢𝑠 =
𝑈𝑆 + 𝑈𝑃
2
 
𝑣𝑛 =
𝑉𝐸 + 𝑉𝑃
2
 ; 𝑣𝑠 =
𝑉𝑆 + 𝑉𝑆𝐸
2
 
Campo de velocidades 𝒗𝒑 
Como en el caso anterior el sistema a resolver queda: 
𝑎𝑝𝑉𝑝
𝑛+1 + 𝑎𝐸𝑉𝐸
𝑛+1 + 𝑎𝑊𝑉𝑊
𝑛+1 + 𝑎𝑁𝑉𝑁
𝑛+1 + 𝑎𝑆𝑉𝑆
𝑛+1 = 𝐵𝑣 
𝑎𝐸 = −(
𝑅𝑒∆𝑡
2∆𝑥
)
1
𝑑𝑝𝑒
 
𝑎𝑊 = −(
𝑅𝑒∆𝑡
2∆𝑥
)
1
𝑑𝑝𝑤
 
𝑎𝑁 = −(
𝑅𝑒∆𝑡
2∆𝑦
)
1
𝑑𝑝𝑛
 
𝑎𝑆 = −(
𝑅𝑒∆𝑡
2∆𝑦
)
1
𝑑𝑝𝑠
 
𝑎𝑃 = 1 − (𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆) 
𝐵𝑣 = 𝑣𝑝
𝑛 +
∆𝑡
2
[
1
∆𝑥
(
𝜕𝑣
𝜕𝑥
|
𝑒
−
𝜕𝑣
𝜕𝑥
|
𝑤
)
𝑛
+
1
∆𝑦
(
𝜕𝑣
𝜕𝑦
|
𝑛
−
𝜕𝑣
𝜕𝑦
|
𝑠
)
𝑛
+ (3𝐻(𝑣)𝑛 −𝐻(𝑣)𝑛−1)] 
𝐻(𝑢) = −(
𝑣𝑛
2 − 𝑣𝑠
2
∆𝑦
+
𝑢𝑒𝑣𝑒 − 𝑢𝑤𝑣𝑤
∆𝑥
) 
Donde 
𝑣𝑒 =
𝑉𝐸 + 𝑉𝑃
2
 ; 𝑣𝑤 =
𝑉𝑊 + 𝑉𝑃
2
 ; 𝑣𝑛 =
𝑉𝑁 + 𝑉𝑃
2
 ;  𝑉𝑠 =
𝑉𝑆 + 𝑉𝑃
2
 
𝑢𝑒 =
𝑈𝑁 + 𝑈𝑃
2
 ;  𝑢𝑤 =
𝑈𝑁𝑊 + 𝑈𝑊
2
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6.3.4.2 Time Step  
Dado que en este problema la malla es constante durante la simulación solo se tendrá 
en cuenta la restricción convectiva. Además solo se tendrá que calcular una vez ya 
que la mayor velocidad que puede presentar el dominio es la velocidad de arrastre de 
la pared superior. 
∆𝑡 (
𝑢𝑖
∆𝑥
)
𝑚𝑎𝑥
≤ 𝐶𝑐𝑜𝑛 
6.3.5 Resultados 
Teniendo en cuenta que en este problema el campo de presión no es de gran 
importancia frente al campo de velocidades, se realizará una comparación de los 
resultados de la velocidad en la sección media. Dado que las velocidades han sido 
calculadas para el siguiente rango de valores del número de Reynolds: 100, 400, 
1000, 3200, 5000, 7500 y 10000; se comentarán los resultados dividiendo estas 
simulaciones en dos bloque uno para 100 ≤ 𝑅𝑒 ≤ 3200 y el otro para 5000 ≤ 𝑅𝑒 ≤
10000. 
Todos los resultados de las simulaciones han sido comparados con la solución 
aportada por el CTTC que se puede encontrar a continuación: 
X [-] Re=100 Re=400 Re=1000 Re=3200 Re=5000 Re=7500 Re=10000 
1 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
0.9688 -0.0591 -0.1215 -0.2139 -0.3902 -0.4977 -0.5386 -0.5400 
0.9609 -0.0739 -0.1566 -0.2767 -0.4743 -0.5507 -0.5522 -0.5299 
0.9531 -0.0886 -0.1925 -0.3371 -0.5236 -0.5541 -0.5235 -0.4910 
0.9453 -0.1031 -0.2285 -0.3919 -0.5405 -0.5288 -0.8890 -0.4586 
0.9063 -0.1691 -0.2383 -0.5155 -0.4431 -0.4144 -0.4105 -0.4150 
0.8594 -0.2245 -0.4499 -0.4266 -0.3740 -0.3621 -0.3621 -0.3674 
0.8047 -0.2453 -0.3860 -0.3197 0.3118 -0.3002 -0.3045 -0.3072 
0.5000 0.0545 0.0519 0.0253 0.0100 0.0095 0.0082 0.0083 
0.2344 0.1753 0.3017 0.3224 0.2519 0.2728 0.2735 0.2722 
0.2266 0.1751 0.3020 0.3307 0.2903 0.2807 0.2812 0.2800 
0.1563 0.1608 0.2812 0.3710 0.3712 0.3537 0.3506 0.3507 
0.0938 0.1232 0.2296 0.3263 0.4277 0.4295 0.4182 0.4149 
0.0781 0.1089 0.2092 0.3035 0.4191 0.4365 0.4356 0.4312 
0.0703 0.1009 0.1971 0.2901 0.4092 0.4333 0.4403 0.4373 
0.0625 0.0923 0.1836 0.2748 0.3956 0.4245 0.4398 0.4398 
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
Tabla 4. Solución de referencia para V a lo largo de la sección media horizontal. 
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y [-] Re=100 Re=400 Re=1000 Re=3200 Re=5000 Re=7500 Re=10000 
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 
0.9766 0.8412 0.7584 0.6593 0.5324 0.4822 0.4724 0.4722 
0.9688 0.7887 0.6844 0.5749 0.4830 0.4612 0.4705 0.4778 
0.9609 0.7372 0.6176 0.5112 0.4655 0.4599 0.4732 0.4807 
0.9531 0.6872 0.5589 0.4660 0.4610 0.4604 0.4717 0.4780 
0.8516 0.2315 0.2909 0.3330 0.3468 0.3356 0.3423 0.3463 
0.7344 0.0003 0.1626 0.1872 0.1979 0.2009 0.2059 0.2067 
0.6172 -0.1364 0.0214 0.0570 0.0716 0.0818 0.0834 0.0834 
0.5000 -0.2058 -0.1148 -0.0608 -0.0427 -0.0304 -0.0380 -0.0311 
0.4531 -0.2109 -0.1712 -0.1064 -0.8664 -0.0740 -0.0750 -0.0754 
0.2813 -0.1566 -0.3273 -0.2781 -0.2443 -0.2286 -0.2318 -0.2319 
0.1719 -0.1015 -0.2430 -0.3829 -0.3432 -0.3305 -0.3239 -0.3271 
0.1016 -0.0643 -0.1416 -0.2973 -0.4193 -0.4043 -0.3824 -0.3800 
0.0703 -0.0478 -0.1034 -0.2222 -0.3783 -0.4364 -0.4303 -0.4166 
0.0625 -0.0419 -0.0927 -0.2020 -0.3534 -0.4290 -0.4359 -0.4254 
0.0547 -0.0372 -0.0819 -0.1811 -0.3241 -0.4117 -0.4315 -0.4274 
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
Tabla 5. Solución de referencia para U a lo largo de la sección media vertical. 
6.3.5.1 100 ≤ 𝑅𝑒 ≤ 3200 
 𝑅𝑒 = 100 
Las siguientes figuras muestran los resultados obtenidos con una malla de 51 x 51, 
comparados con la solución de referencia. 
 
Figura 15. U a lo largo de la sección media vertical para Re=100. 
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Figura 16. V a lo largo de la sección media horizontal para Re=100. 
En la siguiente figura se puede ver el campo de velocidades, así como las líneas de 
corriente del mismo: 
 
 
Figura 17. Campo de velocidades y lineas de corriente Re=100. 
 𝑅𝑒 = 400 
Las siguientes figuras muestran los resultados obtenidos con una malla de 51 x 51, 
comparados con la solución de referencia. 
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Figura 18. U a lo largo de la sección media vertical para Re=400. 
 
Figura 19. V a lo largo de la sección media horizontal para Re=400. 
En la siguiente figura se puede ver el campo de velocidades, así como las líneas de 
corriente del mismo: 
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Figura 20. Campo de velocidades y lineas de corriente Re=400 
 𝑅𝑒 = 1000 
Las siguientes figuras muestran los resultados obtenidos con una malla de 51 x 51, 
comparados con la solución de referencia. 
 
Figura 21. U a lo largo de la sección media vertical para Re=1000. 
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Figura 22. V a lo largo de la sección media horizontal para Re=1000. 
En la siguiente figura se puede ver el campo de velocidades, así como las líneas de 
corriente del mismo: 
 
 
Figura 23. Campo de velocidades y lineas de corriente Re=1000 
 𝑅𝑒 = 3200 
Las siguientes figuras muestran los resultados obtenidos con una malla de 51 x 51, 
comparados con la solución de referencia. 
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Figura 24. U a lo largo de la sección media vertical para Re=3200. 
 
Figura 25. V a lo largo de la sección media horizontal para Re=3200. 
En la siguiente figura se puede ver el campo de velocidades, así como las líneas de 
corriente del mismo: 
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Figura 26. Campo de velocidades y líneas de corriente Re=3200. 
Tras presentar los resultados de todo este primer bloque podemos concluir que existe 
una gran concordancia entre la simulación realizada y la solución de referencia. 
Nótese que el pico de velocidad tiende a acercarse hacia las paredes a medida que 
aumenta el número de Reynolds, esto se debe al hecho la capa límite va 
estrechándose mientras que el gradiente aumenta. Este hecho es el que provoca que 
los resultados cada vez difieran un poco más de la solución de referencia. Realmente 
este problema puede ser evitado haciendo uso de una malla con estrechamiento en 
las paredes, con el fin de captar mejor el fenómeno de la capa límite, pues al tener un 
mayor número de volúmenes de control en esa zona, se transmite mejor la información 
de lo que allí sucede. A pesar la inexactitud creciente que se observa, los resultados 
tienden hacía la solución de referencia, por lo que se toman como correctos. 
En cuanto a lo que hace referencia a los campos de velocidades globales y las líneas 
de corriente, cabe comenta como se observa de forma gradual que a medida que 
aumenta el número de Reynolds el vórtice central tiende a desplazarse hacia el centro 
geométrico de la cavidad, así como aumentan las intensidades de los vórtices que 
aparecen sucesivamente en la esquina inferior derecha, esquina inferior izquierda y 
esquina superior derecha.  
6.3.5.2 5000 ≤ 𝑅𝑒 ≤ 10000 
 𝑅𝑒 = 5000 
Las siguientes figuras muestran los resultados obtenidos con una malla de 51 x 51, 
comparados con la solución de referencia. 
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Figura 27. U a lo largo de la sección media vertical para Re=5000. 
 
Figura 28. V a lo largo de la sección media horizontal para Re=5000. 
En la siguiente figura se puede ver el campo de velocidades, así como las líneas de 
corriente del mismo: 
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Figura 29. Campo de Velocidades y líneas de corriente Re=5000. 
 𝑅𝑒 = 7500 
Las siguientes figuras muestran los resultados obtenidos con una malla de 51 x 51, 
comparados con la solución de referencia. 
 
Figura 30. U a lo largo de la sección media vertical para Re=7500. 
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Figura 31. V a lo largo de la sección media horizontal para Re=7500. 
En la siguiente figura se puede ver el campo de velocidades, así como las líneas de 
corriente del mismo: 
 
 
Figura 32. Campo de velocidades y líneas de corriente Re=7500. 
 𝑅𝑒 = 10000 
Las siguientes figuras muestran los resultados obtenidos con una malla de 51 x 51, 
comparados con la solución de referencia. 
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Figura 33. U a lo largo de la sección media vertical para Re=10000. 
 
Figura 34. V a lo largo de la sección media horizontal para Re=10000. 
En la siguiente figura se puede ver el campo de velocidades, así como las líneas de 
corriente del mismo: 
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Figura 35. Campo de velocidades y líneas de corriente Re=10000. 
Tras presentar todos los resultados del segundo bloque podemos comprobar como en 
estos casos la solución se aleja de manera considerable de la de referencia. Para 
explicar por qué sucede esto, primero, se debe observar como las mayores 
discrepancias tienden a concentrarse en áreas centrales, es decir en zonas donde la 
velocidad es mayor. Esto puede estar debido al mismo problema comentado en el 
apartado anterior acerca de la capa límite. 
A pesar de todo, se debe destacar, que los casos tratados en el apartado anterior 
todos constituyen un problema estacionario y laminar.  Como puede verse en varios 
documentos de la bibliografía, muchos estudios acerca del flujo en una cavidad 
bidimensional pasan a tener flujo laminar pero transitorio a números de Reynolds 
moderados. El flujo comienza a presentar signos de turbulencia característicos entre 
6000 ≤ 𝑅𝑒 ≤ 8000 y por encima de 𝑅𝑒 ≥ 8000 la totalidad del flujo en la cavidad es 
turbulento. Aun así, el primer caso de 𝑅𝑒 = 5000 no puede justificarse con la 
argumentación anterior, por lo que la imprecisión puede estar asociada a un mal 
mallado o un mal refinamiento de la malla. Para el caso de 𝑅𝑒 = 7500, la falta de 
precisión también puede atribuirse a un problema de malla, pero se debe comentar 
que, con la formulación propuesta en este estudio, solo se ha llegado a la 
convergencia con un error por encima de 𝜖 = 10−5, y después de 120000 iteraciones 
el error deja de disminuir. Finalmente, para el caso de 𝑅𝑒 = 10000, no se alcanza la 
convergencia tras haber realizado 120000 iteraciones, presentando un error por 
encima de 𝜖 = 10−3. Como se pude ver en la Figura [35], en este caso el vórtice 
central tiende a rotar entorno al centro geométrico de la cavidad, provocando que la 
solución no converja. Tal y como se ha expuesto anteriormente,  por encima de 
𝑅𝑒 = 8000 el flujo en la cavidad es turbulento y por tanto, aun mejorando la malla o 
aumentando el refinamiento, este caso seguiría presentando errores a causa de su 
naturaleza turbulenta.   
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6.3.6 Conclusiones 
En esta sección se ha propuesto una metodología particular para resolver el problema 
de la Lid Driven Cavity. Se ha contrastado que el uso de una malla regular no es la 
mejor opción, pero nos ha ayudado a demostrar la sensibilidad del problema al 
refinamiento de la malla. Tras la resolución de diferentes casos se ha llegado a unos 
resultados en los que se ha conseguido comprobar como algunos realmente dan 
buenas soluciones, mientras que en los que el número de Reynolds es mayor, la 
solución se aleja de la de referencia. Por ultimo cabe comentar que se han identificado 
dos casos claros de problema no estacionario, en los que se ha podido comentar, a 
groso modo su naturaleza turbulenta. 
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6.4 Burgers Equation in Fourier Space 
Uno de los mayores retos en la actualidad en el campo de los sistemas complejos es 
el conocimiento del fenómeno de la turbulencia. 
A lo largo de los seminarios relacionados con la turbulencia,  impartidos por parte del 
CTTC,  se han tratado diferentes conceptos, entre los que cabe destacar aquellos 
conceptos relacionados con el modelado del fenómeno de la turbulencia como DNS o 
LES, así como las propiedades que deben cumplir las ecuaciones de Navier-Stokes 
cuando se trata la turbulencia. Para obtener mayor información acerca de estos 
conceptos ver [3], [6] y [8]. 
Con el objetivo de comprender los conceptos básicos sobre las ecuaciones de Navier-
Stokes en la dinámica no lineal de la turbulencia, se presentará un modelo simplificado 
que aúna muchos de los aspectos citados: Burgers Equation. En este apartado se 
resolverá la ecuación de Burgers en el espacio de Fourier tal y como se propone en el 
documento [8]. 
6.4.1 Definición del problema 
Las ecuaciones de Navier-Stokes para flujo incompresible en forma adimensional son: 
∇ · ?⃗? = 0 
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
+ (?⃗? · ∇)?⃗? =
1
𝑅𝑒
∆𝑢 − ∇𝑝 
El científico holandés J.M.Burgers realizó una simplificación de las ecuaciones de 
Navier-Stokes. Con esta simplificación las ecuaciones pueden ser estudiadas en una 
única dimensión espacial, quedando: 
𝜕𝑢
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥
=
1
𝑅𝑒
𝜕2𝑦
𝜕𝑥2
+ 𝑓 
Como se puede observar la ecuación de Burgers no es lineal, por lo que se puede 
esperar que describa un fenómeno similar a la turbulencia. Realmente se ha 
comprobado que la ecuación de Burgers no presenta las principales propiedades de la 
turbulencia, como la sensibilidad con las condiciones iniciales. A pesar de ello sigue 
siendo la mejor opción para introducirse en el fenómeno de la turbulencia. 
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6.4.2 Formulación Numérica 
6.4.2.1 Espacio de Fourier 
En este estudio la ecuación de Burgers se expresará en el espacio de Fourier. Para 
obtener más información acerca de los conceptos básicos de este espacio mirar…. 
Con todo esto la ecuación queda: 
𝜕?̂?𝑘
𝜕𝑡
+ ∑ ?̂?𝑝?̂?𝑞𝑞𝑖
𝑘=𝑝+𝑞
= −
𝑘2
𝑅𝑒
?̂?𝑘 + 𝐹𝑘         𝑘 = 0, 1, 2, … , 𝑁 
Donde  
𝐹𝑘 = {
𝑑𝑒 𝑚𝑜𝑑𝑜 𝑞𝑢𝑒 
𝜕?̂?𝑘
𝜕𝑡
= 0  𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑘 = 1
         0                                 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑘 > 1
 
Donde el coeficiente de Fourier k-esimo de 𝑢(𝑥, 𝑡) corresponde con:  
𝑢(𝑥) = ∑ ?̂?𝑘𝑒
𝑖𝑘𝑥
𝑘=+𝑁
𝑘=−𝑁
 
Además debemos cumplir la siguiente condición: 
?̂?𝑘 = ?̂?−𝑘̅̅ ̅̅ ̅ 
Esto facilita en gran medida el cálculo ya que solo debemos hallar los modos 
correspondientes a 𝑘 = 0, 1, 2, … ,𝑁, ya que los modos negativos vienen dados 
directamente por la ecuación anterior. 
Los resultados de este problema se expondrán a través de la energía cinética que 
viene definida como: 
𝐸𝑘 = ?̂?𝑘 · ?̂?𝑘̅̅ ̅ 
6.4.2.2 Discretización 
Antes de comenzar debemos se debe comentar que, dado que nos encontramos en el 
espacio de Fourier, el sistema está compuesto de N número de k modos. Por tanto, se 
debe resolver la ecuación de Burgers para cada k modo. Teniendo esto en cuenta, la 
discretización de cada k modo queda: 
𝜕?̂?𝑘
𝜕𝑡
= −𝑅𝑘 
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Donde  
𝑅𝑘 =
𝑘2
𝑅𝑒
?̂?𝑘 + 𝐶𝑘 
𝐶𝑘 = ∑ ?̂?𝑝?̂?𝑞𝑞𝑖
𝑘=𝑝+𝑞
 
En cuanto a la discretización temporal, se utilizará un esquema de diferencias finitas: 
𝜕?̂?𝑘
𝜕𝑡
|
𝑛+
1
2
≈
?̂?𝑘
𝑛+1 − ?̂?𝑘
𝑛
∆𝑡
+ 𝑂(∆𝑡2) 
Para el termino convectivo y difusivo, 𝑅𝑘, se utilizará un esquema explícito Adams-
Bashforth: 
𝑅𝑘
𝑛+
1
2 ≈ 0.5[3𝑅𝑘
𝑛 − 𝑅𝑘
𝑛−1] 
Para este problema el término forzante se tomará como nulo. Por tanto, la ecuación 
semi-discreta queda: 
?̂?𝑘
𝑛+1 − ?̂?𝑘
𝑛
∆𝑡
= −0.5[3𝑅𝑘
𝑛 − 𝑅𝑘
𝑛−1] 
El término 𝐶𝑘 puede expresarse como una operación vectorial de la siguiente forma: 
𝐶𝑘 = 𝑖 {( ∑ ?̂?𝑝
−𝑁+𝑘
𝑝=𝑁
)
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗
· [( ∑ ?̂?𝑞
𝑁
𝑞=−𝑁+𝑘
)
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗
: 𝑞|−𝑁+𝑘
𝑁⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗]} 
Calculando 𝐶𝑘 y ?̂?𝑘 de modo explícito, debemos seguir siempre el mismo proceso 
hasta que el sistema converja en una solución estacionaria. 
6.4.2.3 Time Step 
Por tal de que la solución converja utilizando un esquema implícito, debemos imponer 
la siguiente condición: 
∆𝑡 < 𝐶
𝑅𝑒
𝑁2
 
El parámetro C tiene un valor comprendido entre 0 < 𝐶 < 1. Por tanto, ∆𝑡 debe 
escogerse lo suficientemente pequeño como para que el sistema converja en un 
solución estacionaria. 
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6.4.3 Resultados 
6.4.3.1 Burgers Equation 𝑁 = 20 
El primer problema propuesto por el CTTC, ver [8], consiste en resolver la ecuación de 
Burgers teniendo en cuenta los siguientes parámetros: 
𝑅𝑒 = 40 ; 𝑁 = 20 
Las condiciones iniciales del problema a resolver son: 
?̂?𝑘(𝑡 = 0) = {
0          𝑝𝑎𝑟𝑎      𝑘 = 0
𝑘−1      𝑝𝑎𝑟𝑎       𝑘 ≥ 1
 
La siguiente grafica trata de reproducir los resultados proporcionados por el CTTC, ver 
[8]. 
 
Figura 36. Espectro de energía de la solución estacionaria de ecuación de Burgers. N=20 
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6.4.3.2 Large-Eddy Simulation (LES) 
Por tal de mejorar los resultados para la malla de 𝑁 = 20, en este apartado se utilizará 
un modelo LES. Dentro de los trabajos proporcionados por el CTTC se presentan 
diferentes modelos, pero en [8] se pide implementar un modelo espectral de 
viscosidad turbulenta. 
Dado que todas las ecuaciones que rigen el modelo pueden encontrarse en [8], aquí 
simplemente se presentarán los resultados obtenidos en la simulación. En la siguiente 
gráfica podemos observar los resultados tanto del caso anterior como su resolución 
por medio de un modelo LES. 
 
Figura 37. Espectro de energía de la solución estacionaria de la ecuación de Burgers con un 
modelo de viscosidad cinemática: m=2 
6.4.4 Conclusiones 
En esta sección se han obtenido unos resultados que concuerdan casi en su totalidad 
con los proporcionados por el CTTC. De ambos casos solucionados cabe destacar 
que a pesar de que ambas implementaciones se solucionan rápidamente, aquella 
relativa al modelo LES disminuye en cierta medida el tiempo de computación y 
proporciona unos resultados más precisos. 
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7 Intercambiadores de calor. 
Que mejor manera de introducir los intercambiadores de calor que definiendo lo que 
son. Un intercambiador de calor es un dispositivo cuya función principal es transferir 
energía térmica de un fluido a otro que se encuentra a diferente temperatura. En este 
contexto se ha utilizado el término fluido haciendo referencia tanto a gases, líquidos o 
partículas sólidas fluidas. Los intercambiadores más comunes no utilizan calor ni 
trabajo externo.  
Las aplicaciones más típicas de los intercambiadores de calor son: El enfriamiento o 
calentamiento de un fluido, la condensación o evaporación de sustancias, recoger o 
eliminar calor, esterilizar, pasteurizar, destilar,  control de temperatura de un sistema, 
etc. 
En la mayoría de los intercambiadores de calor, el proceso de transferencia ocurre 
entre dos fluidos separados por algún tipo de pared, de modo que los fluidos no se 
mezclen si se produzcan filtraciones. Este tipo de intercambiadores se denominan 
intercambiadores de transferencia directa o recuperadores. A pesar de todo esto 
existen otros muchos tipos de intercambiadores de naturaleza y características muy 
diferentes a los anteriores. 
El diseño de los intercambiadores de calor es una tarea realmente complicada en la 
que se requiere el trabajo en común de múltiples expertos de diferentes disciplinas. 
Aunque el estudio realizado no plantea el diseño de ningún intercambiador de calor, a 
continuación se presentan las diferentes partes que lo componen: 
 Elementos de transferencia: 
o Corazón o matriz contenedora. 
o Superficie de transferencia. 
 Elementos de distribución del fluido: 
o Cabeceras, colectores y tanques. 
o Tuberías y toberas de entrada y salida. 
Los elementos de transferencia de calor son, comúnmente, una superficie que 
transfiere la energía de un punto a otro por medio de la conducción. Cuando esta 
superficie se encuentra en contacto directo con ambos fluidos se la denomina 
superficie primaria. En cambio si en lugar de una superficie son necesarias diversas 
superficies, por tal de aumentar el intercambio de calor, y además estas no se 
encuentran en contacto con los fluidos, entonces, se las denomina superficies 
secundarias o aletas. El uso de las aletas es muy común en el diseño de 
intercambiadores de calor, ya que el uso de estas permite reducir la resistencia 
térmica de la superficie primaria y por tanto aumentar la transferencia de calor. 
Los elementos de distribución de fluido son dispositivos que aseguran el correcto y 
normal flujo del fluido a través del intercambiador de calor. Todos estos elementos 
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pueden tener diversos objetivos en función de la naturaleza del proceso de 
transferencia de calor.  
7.1 Estado del arte. 
En este apartado se presentará el estado del arte del caso en el que se centra 
principalmente este estudio: Differentially heated cavity. 
La convección natural gobernada por la flotación, imponiendo un gradiente de 
densidades horizontal se encuentra tanto en procesos naturales como en procesos del 
sector industrial. Algunos de estos procesos pueden ser la estratificación, el 
crecimiento de cristales, colectores solares, ventanas con doble cámara, etc. En estas 
aplicaciones el fenómeno de la flotación es transitorio, haciendo interesante la 
respuesta que presenta ante cambios en diferentes condiciones, pero sobre todo en 
las condiciones de contorno. Existen un gran número de estudios teóricos, numéricos 
y experimentales en los que se trata el problema en diversas condiciones. Uno de los 
más estudiados es el caso idealizado de un flujo estacionario y laminar en una cavidad 
cuadrada con dos de sus paredes a diferente temperatura. Sobre esta configuración 
en especial se han realizado un gran número de estudios y experimentos por tal de 
conocer la influencia de parámetros como el número de Rayleigh, Ra, o el número de 
Prandtl, Pr, así como el factor de vista, que es la relación existente entre la altura de la 
cavidad y el ancho de la misma.  
Como se ha dicho anteriormente, hasta la fecha, se han realizado un gran número de 
estudios. Algunos realizando un tratamiento analítico del problema como Batchelor 
(1954) y Gill (1966), otros mediante un tratamiento experimental como Eckert & 
Carlson (1961) y Elder (1965). Pero la mayoría de los estudios que encontramos ahora 
utilizan un planteamiento numérico, como Leal & Limberg (1974) o Yao (1998). Este 
continuo uso del tratamiento numérico se debe a la continua evolución y mejore de los 
ordenadores. 
Teniendo en cuenta esta información, se puede observar que casos con 
configuraciones simples ya se han resuelto de manera satisfactoria convirtiéndose en 
casos de referencia para poner a prueba nuevos solvers. A pesar de ello el problema 
planteado sigue siendo de gran interés debido a todo lo que queda por conocer de él. 
Actualmente al atención acerca del differentially heated cavity se centra en el estudio 
del uso de diferentes materiales en las paredes, en concreto materiales porosos, así 
como el efecto del tamaño de la cavidad y el uso de aletas en ella. Por último, desde la 
mitad de los años ochenta se ha prestado una gran atención al problema transitorio, ya 
que como bien se sabe la turbulencia es uno de los fenómenos más desconocidos 
dentro del ámbito del CFD y los intercambiadores de calor, convirtiéndose en uno de 
los principales puntos de estudio.  Visto todo esto se puede concluir que el problema 
de la Differentially driven cavity continua siendo un caso de estudio y discusión hasta 
que todas las incertidumbres planteadas sean resueltas. 
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8 Differentially Heated Cavity  
El problema de la Differentially Heated Cavity es un problema de referencia en el 
campo del CFD y la transferencia de calor. Consiste en una cavidad cuadrada con dos 
de las paredes de la frontera isotermas, normalmente las paredes izquierda y derecha, 
y las otras dos adiabáticas, es decir con flujo de calor nulo. Este problema tiene un 
papel importante en el sector industrial. Los gases sometidos a mecanismos de 
transferencia de calor son muy sensibles a pequeños cambios en la temperatura, 
densidad o volumen. Por esto se debe tener en cuenta la variación de alguno de estos 
tres parámetros para prever las consecuencias. 
Como se puede observar en la siguiente figura, el movimiento del fluido viene 
caracterizado por la recirculación. El flujo siempre tiende a ascender en las 
proximidades de la pared caliente, mientras que en la pared fría este tiende a 
descender. Dado que las otras dos paredes son adiabáticas, no intervienen en el 
proceso, siendo meras fronteras físicas para el fluido. 
8.1 Ecuaciones gobernantes. 
Tomando la expresión general de las ecuaciones de Navier- Stokes en coordenadas 
cartesianas, se realizarán las siguientes suposiciones: 
 Flujo bidimensional. 
 Flujo incompresible. 
 Aproximación de Boussinesq, es decir, que las diferencias de densidad son lo 
suficientemente pequeñas como para no tenerlas en cuenta, excepto en los 
términos de la ecuación de cantidad de movimiento en los que intervenga la 
gravedad. 
 No existe términos de fuentes de energía, ni fuerzas másicas a excepción de la 
gravedad. 
Teniendo en cuenta todo esto, las ecuaciones de Navier-Stokes quedan como: 
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+
𝜕𝑣
𝜕𝑦
= 0 
𝜕𝑢
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑢
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑢
𝜕𝑦
= −
1
𝜌
𝜕𝑝
𝜕𝑥
+ 𝜈 (
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢
𝜕𝑦2
) 
𝜕𝑣
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑣
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑣
𝜕𝑦
= −
1
𝜌
𝜕𝑝
𝜕𝑦
+ 𝜈 (
𝜕2𝑣
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣
𝜕𝑦2
) + 𝑔0𝛽(𝑇 − 𝑇0) 
𝜕𝑇
𝜕𝑡
+ 𝑢
𝜕𝑇
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝑇
𝜕𝑦
= 𝜅 (
𝜕2𝑇
𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑇
𝜕𝑦2
) 
Pero a partir de ahora se trabajará con la forma compacta de estas ecuaciones: 
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∇ · ?⃗? = 0 
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
+ (?⃗? · ∇)?⃗? = −
1
𝜌
∇𝑝 + 𝜈∇2?⃗? + ?⃗?𝛽(𝑇 − 𝑇0) 
𝜕𝑇
𝜕𝑡
+ ?⃗? · ∇𝑇 = 𝜅∇2𝑇 
Ahora se adimensionalizarán estas ecuaciones, haciendo uso de los siguientes 
parámetros adimensionales: 
?̂⃗? =
?⃗?
𝑣0
 ;  ?̂⃗? =
?⃗?
𝐻0
 ;  ?̂? =
𝑝
𝑝0
 ;  ?̂? =
𝑇
𝑇0
 ;  ?̂? =
𝑡
𝐻0/𝑣0
 
𝑣0 =
𝜅
𝐻0
 ;  𝜙 =
𝑇 − 𝑇0
Δ𝑇
 ; 𝑝0 = 𝜌0𝑣0
2 ;  𝑇0 =
𝑇𝐴 − 𝑇𝐵
2
 ;  Δ𝑇 = 𝑇𝐵 − 𝑇𝐴 
Donde 𝐻0 es la longitud de la cavidad y los valores de referencia, 𝑣0 y 𝑝0, con tales 
que el sistema de ecuaciones sea función de solamente dos números adimensionales. 
Por tal de que las ecuaciones queden simples y claras, de ahora en adelante, los 
parámetros adimensionales se expresarán sin el énfasis (−)̂. De esta forma el sistema 
de ecuaciones queda: 
∇ · ?⃗? [
𝑣0
𝐻0
] = 0 
(
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
+ (?⃗? · ∇)?⃗?) [
𝑣0
2
𝐻0
] = −∇𝑝 [
𝑝0
𝜌0𝐻0
] + ∇2?⃗? [
𝜈𝑣0
𝐻0
2 ] + ?⃗?𝛽Δ𝑇𝜙 
(
𝜕𝜙
𝜕𝑡
+ ?⃗? · ∇𝜙) [
𝑣0
𝐻0
] = 𝜅∇2𝜙 
Ahora, dividiendo todas las ecuaciones por 
𝑣0
𝐻0
, y teniendo en cuenta los siguientes 
números adimensionales: 
𝑅𝑒 =
𝑣0𝐻0
𝜈
 ; 𝑃𝑟 =
𝜈
𝜅
 ; 𝑅𝑎 =
𝑔𝛽Δ𝑇𝐻0
3
𝜅𝜈
 
Se debe comentar que con los parámetros de referencia escogidos, el número de 
Reynolds puede expresarse como el inverso del número de Prandtl: 
𝑅𝑒 =
1
𝑃𝑟
 
Por tanto las ecuaciones adimensionales puedes expresarse como: 
∇ · ?⃗? = 0 
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𝜕?⃗?
𝜕𝑡
+ (?⃗? · ∇)?⃗? = −∇𝑝 + 𝑃𝑟∇2?⃗? + 𝑅𝑎𝑃𝑟𝜙 
𝜕𝜙
𝜕𝑡
+ ?⃗? · ∇𝜙 = ∇2𝜙 
8.2 Condiciones de contorno 
Teniendo en cuenta las modificaciones aplicadas a las ecuaciones hasta ahora, las 
condiciones de contorno se pueden expresar de la siguiente manera: 
 Paredes superior e inferior. Paredes adiabáticas. 
𝜕𝜙
𝜕𝑦
= 0 
 Pared izquierda. Pared isoterma de valor 𝑇𝐴. 
𝜙𝐴 = 0.5 
 Pared derecha. Pared isoterma de valor 𝑇𝐵. 
𝜙𝐵 = −0.5 
Tal y como se puede observar en este problema la pared caliente es la de la izquierda 
y la fría la de la derecha. De igual modo se puede comprobar que con estos valores la 
cavidad se encuentra calentada de modo diferencial. 
Las condiciones de contorno de presión y velocidad se corresponden con las 
condiciones de pared: 
 No existe deslizamiento en ninguna de las paredes. 
𝑢 = 𝑣 = 0 
 Derivada nula de la velocidad respecto de la normal en todas las paredes. 
𝜕?⃗?
𝜕?⃗?⊥
= 0 
 Derivada nula de la presión para todas las paredes. 
𝜕𝑝
𝜕?⃗?⊥
= 0 
A todas estas condiciones debemos añadir una excepcional por tal de cerrar el 
problema mientras se resuelve la ecuación de Poisson. Así, uno de los puntos del 
dominio debe forzarse a una condición de contorno de Dirichlet. Por simplicidada la 
hora de escribir el código se suele optar por darle valor 0. 
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8.3 Condiciones Iniciales 
Las condiciones iniciales para este problema son las siguientes: 
𝜙𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 =
𝜙𝐴 + 𝜙𝐵
2
= 𝜙0 = 0 
?⃗?𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 = 0 
𝑝𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 = 0 
8.4 Número de Nusselt 
El parámetro de referencia utilizado en este problema por tal de poder comparar 
resultados es el denominado número de Nusselt. Este número expresa la relación 
entre la transferencia de calor convectiva y conductiva. De este modo un número de 
Nusselt cercano a 1 expresa un proceso de transferencia de calor, cuyo principal 
mecanismo es la conducción. Y al contrario cuando el Nusselt es mucho menor que 
uno el mecanismo principal es la convección. 
𝑁𝑢⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑁𝑢⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑐𝑜𝑛𝑣 −𝑁𝑢⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 𝑐𝑜𝑛𝑑 = ?⃗?𝜙 − ∇𝜙 
𝑁𝑢𝑥 = 𝑢𝜙 −
𝜕𝜙
𝜕𝑥
 
𝑁𝑢𝑦 = 𝑣𝜙 −
𝜕𝜙
𝜕𝑦
 
El número de Nusselt también puede interpretarse como la forma adimensional del 
flujo de calor. Por tal de ejemplificarlo, el Nussel correspondiente a la conducción en la 
dirección x sería: 
𝑞𝑥 = −𝜆∇𝑇 → [
𝑊
𝑚2
] = − [
𝑊
𝐾𝑚
] [
𝐾
𝑚
] 
Teniendo en cuenta que: 
𝜕𝜙
𝜕∀
=
1
Δ𝑇
𝜕𝑇
𝜕∀
 
Dividiendo la ecuación del flujo de calor por (𝐶𝑝𝜌), donde 𝐶𝑝 es la capacidad calorífica 
específica y teniendo en cuenta la equivalencia 𝜅 =
𝜆
𝐶𝑝𝜌
: 
(
𝑞𝑥
𝐶𝑝𝜌
) = −
𝜕𝜙
𝜕𝑥
(
𝜅Δ𝑇
𝐻0
) → [
𝑊
𝑚2
𝑊𝑠
𝑘𝑚3
] 
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Por tal de obtener una forma adimensional de 𝑞𝑥 todavía falta dividir por un término de 
dimensiones [
𝑚𝐾
𝑠
]. Por conveniencia se divide la ecuación anterior por (∆𝑇𝑣0). Y 
teniendo en cuenta la equivalencia 𝑣0 =
𝜅
𝐻0
, se obtiene: 
?̂?𝑥 = −
𝜕𝜙
𝜕𝑥
= 𝑁𝑢𝑥
𝑐𝑜𝑛𝑑 
Donde ?̂? es la forma adimensional del flujo de calor. 
8.5 Metodología 
Dado que el problema a resolver esta en forma adimensional, los siguientes 
parámetros se han igualado a 1: 
∆𝑇 = 1 ; 𝐿𝑋 = 𝐿𝑌 = 1 ;  Λ = 1 
Como se puede ver en este caso, la cavidad se ha definido como un cuadrado de lado 
1, por lo que el factor de vista (Λ) no se ha tenido en cuenta como variable. A pesar de 
ello, el código utilizado para la resolución se ha realizado de manera que admita 
variaciones en el factor de vista, por tal de poder estudiar diferentes casos en el futuro. 
Al igual que en el caso del Lid Driven Cavity se utilizará una malla escalonada, por tal 
de evitar la aparición de distribuciones de presión sin sentido físico.  
A diferencia del caso del Lid Driven Cavity aquí se ha utilizado una malla con 
estrechamiento, que sigue la siguiente ley: 
ℎ𝑖
𝑥 = {
𝑖                       1 ≤ 𝑖 ≤
𝑛𝑥
2
𝑛𝑥 − 𝑖        
𝑛𝑥
2
≤ 𝑖 ≤ 𝑛𝑥
 
𝑥𝑖+1 = {
0                    𝑖 = 1
∑ ℎ𝑖
𝑥𝑖−1
1
∑ ℎ𝑖
𝑥𝑛𝑥
1
     2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛𝑥
 
ℎ𝑖
𝑦 = {
𝑖                       1 ≤ 𝑖 ≤
𝑛𝑦
2
𝑛𝑦 − 𝑖        
𝑛𝑦
2
≤ 𝑖 ≤ 𝑛𝑦
 
𝑦𝑖+1 = {
0                    𝑖 = 1
∑ ℎ𝑖
𝑦𝑖−1
1
∑ ℎ𝑖
𝑦𝑛𝑥
1
     2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛𝑦 
Cabe decir que con esta ley el resultado es manojo de coordenadas normalizada, es 
decir que van de 0 a1. Una vez obtenidas estas se deben escalar por tal de respetar la 
geometría. En este caso, dado que la cavidad es cuadrada y de lado 1 no es necesario 
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realizar un escalado. La razón del uso de este tipo de malla para resolver el problema 
es la mayor precisión obtenida para el mismo número de nodos que en el caso de una 
malla regular. 
8.5.1 Formulación numérica 
En  este apartado se va a introducir la formulación numérica del problema. Por tal de 
resolver el sistema se utilizará un método de proyección. La base del Fractional Step 
Method que se va a utilizar es el teorema de descomposición de Hemholtz-Hodge. 
Teniendo en cuenta la ecuación de cantidad de movimiento: 
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
+ (?⃗? · ∇) ?⃗? = ∇𝑝 + 𝑃𝑟∇2?⃗? + 𝑅𝑎𝑃𝑟𝜙 
Haciendo uso del teorema de descomposición de Helmholtz-Hodge, podemos realizar 
la siguiente descomposición: 
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
= 𝑅(?⃗?) − ∇𝑝 
Donde  
𝑅(?⃗?) = 𝐻(?⃗?) + ∇2?⃗? 
𝐻(?⃗?) = (?⃗? · ∇)?⃗? + 𝑅𝑎𝑃𝑟𝜙 
En cuanto a la discretización temporal, se utilizará un esquema de diferencias 
centrales: 
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
|
𝑛+
1
2
≈
?⃗?𝑛+1 − ?⃗?𝑛
∆𝑡
+ 𝑂(∆𝑡2) 
Para el término convectivo de 𝑅(?⃗?) se utilizará un esquema explícito de segundo orden 
Adam-Bashforth: 
𝐻(?⃗?)𝑛+
1
2 ≈ 0.5[3𝐻(?⃗?)𝑛 − 𝐻(?⃗?)𝑛−1] + 𝑂(∆𝑡2) 
Para la laplaciana se utilizará un esquema Crank-Nicolson de segundo orden: 
(∇2?⃗?)𝑛+
1
2 ≈ 0.5[(∇2?⃗?)𝑛+1 + (∇2?⃗?)𝑛] + 𝑂(∆𝑡2) 
Por tanto las ecuaciones semi-discretas quedan: 
?⃗?𝑛+1 − ?⃗?𝑛
∆𝑡
= 0.5[3𝐻(?⃗?)𝑛 − 𝐻(?⃗?)𝑛−1 + (∇2?⃗?)𝑛 + (∇2?⃗?)𝑛+1] − (∇𝑝)𝑛+1 
(∇ · ?⃗?)𝑛+1 = 0 
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Haciendo uso de la descomposición expuesta anteriormente, se puede encontrar la 
velocidad predictiva por medio de las siguientes expresiones: 
𝑢𝑝 −
∆𝑡
2
(∇2𝑢)𝑝 = 𝑢𝑛 +
∆𝑡
2
[3𝐻(𝑢)𝑛 − 𝐻(𝑢)𝑛−1 + (∇2𝑢)𝑛] 
𝑣𝑝 −
∆𝑡
2
(∇2𝑣)𝑝 = 𝑣𝑛 +
∆𝑡
2
[3𝐻(𝑣)𝑛 − 𝐻(𝑣)𝑛−1 + (∇2𝑣)𝑛] 
Una vez se haya obtenido la velocidad predictiva, podemos obtener el campo de 
pseudopresión por medio de la siguiente expresión: 
∇2𝑝 = (∇ · ?⃗?)𝑝 
Por último, la velocidad del nuevo step se puede obtener de la expresión: 
(?⃗?)𝑛+1 = (?⃗?)𝑝 − ∇𝑝 
Cabe destacar que el tratamiento implícito de la Laplaciana o el término difusivo se 
debe a que de este modo evitamos un valor de time step demasiado restrictivo. 
A continuación se van a presentar las ecuaciones del sistema a resolver. 
Campo de velociades 𝒖𝒑 
 En estos apartados se ha omitido todo el proceso de algebra necesario para llegar al 
sistema siguiente: 
𝑎𝑝𝑈𝑝
𝑛+1 + 𝑎𝐸𝑈𝐸
𝑛+1 + 𝑎𝑊𝑈𝑊
𝑛+1 + 𝑎𝑁𝑈𝑁
𝑛+1 + 𝑎𝑆𝑈𝑆
𝑛+1 = 𝐵𝑢 
𝑎𝐸 = −(
𝑃𝑟∆𝑡
2∆𝑥
)
1
𝑑𝑝𝑒
 
𝑎𝑊 = −(
𝑃𝑟∆𝑡
2∆𝑥
)
1
𝑑𝑝𝑤
 
𝑎𝑁 = −(
𝑃𝑟∆𝑡
2∆𝑦
)
1
𝑑𝑝𝑛
 
𝑎𝑆 = −(
𝑃𝑟∆𝑡
2∆𝑦
)
1
𝑑𝑝𝑠
 
𝑎𝑃 = 1 − (𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆) 
𝐵𝑢 = 𝑢𝑝
𝑛 +
∆𝑡
2
[
1
∆𝑥
(
𝜕𝑢
𝜕𝑥
|
𝑒
−
𝜕𝑢
𝜕𝑥
|
𝑤
)
𝑛
+
1
∆𝑦
(
𝜕𝑢
𝜕𝑦
|
𝑛
−
𝜕𝑢
𝜕𝑦
|
𝑠
)
𝑛
+ (3𝐻(𝑢)𝑛 −𝐻(𝑢)𝑛−1)] 
Donde 𝐻(𝑢)se ha calculado haciendo uso de un esquema de diferencias centrales, 
teniendo en cuenta que es un esquema de segundo orden y que los números de 
Reynolds usados en el problema son suficientemente pequeños para no provocar 
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problemas de estabilidad o soluciones físicamente incorrectas. Teniendo en cuenta 
todo esto 𝐻(𝑢) queda como: 
𝐻(𝑢) = −(
𝑢𝑒
2 − 𝑢𝑤
2
∆𝑥
+
𝑢𝑛𝑣𝑛 − 𝑢𝑠𝑣𝑠
∆𝑦
) 
Donde 
𝑢𝑒 =
𝑈𝐸 + 𝑈𝑃
2
 ; 𝑢𝑤 =
𝑈𝑊 + 𝑈𝑃
2
 ;  𝑢𝑛 =
𝑈𝑁 + 𝑈𝑃
2
 ; 𝑢𝑠 =
𝑈𝑆 + 𝑈𝑃
2
 
𝑣𝑛 =
𝑉𝐸 + 𝑉𝑃
2
 ; 𝑣𝑠 =
𝑉𝑆 + 𝑉𝑆𝐸
2
 
Campo de velocidades 𝒗𝒑 
Como en el caso anterior el sistema a resolver queda: 
𝑎𝑝𝑉𝑝
𝑛+1 + 𝑎𝐸𝑉𝐸
𝑛+1 + 𝑎𝑊𝑉𝑊
𝑛+1 + 𝑎𝑁𝑉𝑁
𝑛+1 + 𝑎𝑆𝑉𝑆
𝑛+1 = 𝐵𝑣 
𝑎𝐸 = −(
𝑃𝑟∆𝑡
2∆𝑥
)
1
𝑑𝑝𝑒
 
𝑎𝑊 = −(
𝑃𝑟∆𝑡
2∆𝑥
)
1
𝑑𝑝𝑤
 
𝑎𝑁 = −(
𝑃𝑟∆𝑡
2∆𝑦
)
1
𝑑𝑝𝑛
 
𝑎𝑆 = −(
𝑃𝑟∆𝑡
2∆𝑦
)
1
𝑑𝑝𝑠
 
𝑎𝑃 = 1 − (𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆) 
𝐵𝑣 = 𝑣𝑝
𝑛 +
∆𝑡
2
[
1
∆𝑥
(
𝜕𝑣
𝜕𝑥
|
𝑒
−
𝜕𝑣
𝜕𝑥
|
𝑤
)
𝑛
+
1
∆𝑦
(
𝜕𝑣
𝜕𝑦
|
𝑛
−
𝜕𝑣
𝜕𝑦
|
𝑠
)
𝑛
+ (3𝐻(𝑣)𝑛 −𝐻(𝑣)𝑛−1)] 
𝐻(𝑢) = 𝑅𝑎𝑃𝑟𝜙 − (
𝑣𝑛
2 − 𝑣𝑠
2
∆𝑦
+
𝑢𝑒𝑣𝑒 − 𝑢𝑤𝑣𝑤
∆𝑥
) 
Donde 
𝑣𝑒 =
𝑉𝐸 + 𝑉𝑃
2
 ; 𝑣𝑤 =
𝑉𝑊 + 𝑉𝑃
2
 ; 𝑣𝑛 =
𝑉𝑁 + 𝑉𝑃
2
 ;  𝑉𝑠 =
𝑉𝑆 + 𝑉𝑃
2
 
𝑢𝑒 =
𝑈𝑁 + 𝑈𝑃
2
 ;  𝑢𝑤 =
𝑈𝑁𝑊 + 𝑈𝑊
2
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Campo de Temperatura 
Una vez obtenido el campo de velocidades se debe calcular el campo de temperatura. 
La discretización sigue las siguientes suposiciones, como en el caso de la velocidad: 
 Discretización temporal: CDS (2º Orden). 
 Término convectivo: Esquema explicito Adams-Bashforth (2º Orden). 
 Término difusivo: Esquema implícito Crank-Nicolson (2º Orden). 
Por tanto el sistema a resolver queda: 
𝑎𝑝𝜙𝑝
𝑛+1 + 𝑎𝐸𝜙𝐸
𝑛+1 + 𝑎𝑊𝜙𝑊
𝑛+1 + 𝑎𝑁𝜙𝑁
𝑛+1 + 𝑎𝑆𝜙𝑆
𝑛+1 = 𝐵𝑡 
𝑎𝐸 = −(
∆𝑡
2∆𝑥
)
1 − 𝛽𝑒
𝑑𝑝𝑒
 
𝑎𝑊 = −(
∆𝑡
2∆𝑥
)
1 − 𝛽𝑤
𝑑𝑝𝑤
 
𝑎𝑁 = −(
∆𝑡
2∆𝑦
)
1 − 𝛽𝑛
𝑑𝑝𝑛
 
𝑎𝑆 = −(
∆𝑡
2∆𝑦
)
1 − 𝛽𝑠
𝑑𝑝𝑠
 
𝑎𝑃 = 1 − (𝑎𝐸 + 𝑎𝑊 + 𝑎𝑁 + 𝑎𝑆) 
𝐵𝑡 = 𝜙𝑝
𝑛 +
∆𝑡
2
[
1
∆𝑥
(
𝜕𝜙
𝜕𝑥
|
𝑒
−
𝜕𝜙
𝜕𝑥
|
𝑤
)
𝑛
+
1
∆𝑦
(
𝜕𝜙
𝜕𝑦
|
𝑛
−
𝜕𝜙
𝜕𝑦
|
𝑠
)
𝑛
+ (3𝐻(𝜙)𝑛 − 𝐻(𝜙)𝑛−1)] 
Donde,  
𝐻(𝜙) = −(𝑢
𝜕𝜙
𝜕𝑥
+ 𝑣
𝜕𝜙
𝜕𝑦
) 
𝑢 =
𝑢𝑒 + 𝑢𝑤
2
 ; 𝑣 =
𝑣𝑛 + 𝑣𝑠
2
 
𝜕𝜙
𝜕𝑥
|
𝑒
= (
𝜙𝐸 − 𝜙𝑃
𝑑𝑝𝑒
) (1 − 𝛽𝑒) ;  
𝜕𝜙
𝜕𝑥
|
𝑤
= (
𝜙𝑃 − 𝜙𝑊
𝑑𝑝𝑤
) (1 − 𝛽𝑤) 
𝜕𝜙
𝜕𝑦
|
𝑛
= (
𝜙𝑁 − 𝜙𝑃
𝑑𝑝𝑒
) (1 − 𝛽𝑛) ; 
𝜕𝜙
𝜕𝑦
|
𝑠
= (
𝜙𝑃 − 𝜙𝑆
𝑑𝑝𝑠
) (1 − 𝛽𝑠) 
Como se puede observar se han introducido los parámetros 𝛽𝑒 , 𝛽𝑤 , 𝛽𝑛 y 𝛽𝑠. EL 
significado de estos parámetros es la introducción de la condición de contorno de 
Neumann en el sistema. Esto significa: 
𝛽𝑒 = {
1      𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑙𝑜𝑠 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛𝑒𝑠 𝑎𝑑𝑦𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑎 𝑙𝑎 𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡𝑒𝑟𝑎 𝑑𝑒𝑟𝑒𝑐ℎ𝑎
0                𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑒𝑙 𝑟𝑒𝑠𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛𝑒𝑠
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𝛽𝑤 = {
1      𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑙𝑜𝑠 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛𝑒𝑠 𝑎𝑑𝑦𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑎 𝑙𝑎 𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡𝑒𝑟𝑎 𝑖𝑧𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟𝑑𝑎
0                𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑒𝑙 𝑟𝑒𝑠𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛𝑒𝑠
 
𝛽𝑛 = {
1      𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑙𝑜𝑠 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛𝑒𝑠 𝑎𝑑𝑦𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑎 𝑙𝑎 𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡𝑒𝑟𝑎 𝑠𝑢𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟
0                𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑒𝑙 𝑟𝑒𝑠𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛𝑒𝑠
 
𝛽𝑠 = {
1      𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑙𝑜𝑠 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛𝑒𝑠 𝑎𝑑𝑦𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠 𝑎 𝑙𝑎 𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡𝑒𝑟𝑎 𝑖𝑛𝑓𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟
0                𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑒𝑙 𝑟𝑒𝑠𝑡𝑜 𝑑𝑒 𝑣𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒𝑛𝑒𝑠
 
8.5.2 Time Step 
Las diferentes restricciones CFL (Courant - Friedrichs – Lewy) del Time Step para los 
términos convectivo, difusivo y viscoso son: 
Δ𝑡 (
𝑃𝑟
Δ𝑥2
)
𝑚𝑎𝑥
≤ 𝐶𝑣𝑖𝑠𝑐 
∆𝑡 (
𝑢𝑖
∆𝑥
)
𝑚𝑎𝑥
≤ 𝐶𝑐𝑜𝑛𝑣 
∆𝑡 (
1
∆𝑥2
)
𝑚𝑎𝑥
≤ 𝐶𝑑𝑖𝑓 
Se debe comentar que durante las primeras iteraciones, el Time Step se calculará con 
la restricción convectiva, ya que como se supone el fluido en reposo durante las 
primeras iteraciones, esto provoca bajas velocidades al comienzo que generan valores 
del Time Step tipo NaN (Not a Number). 
8.6 Resultados 
Antes de comenzar a presentar los resultados del problema, debemos comentar que 
se ha decidido utilizar una formulación implícita ya que el uso de la formulación 
explicita conlleva un time step mucho más restrictivo, de alrededor de dos órdenes de 
magnitud menos que en el caso de la formulación implícita. 
Por tal de poder probar que el código escrito es correcto, se realizará una comparación 
con un problema de referencia que utilizad un solver numérico para bajos números de 
Mach. La solución de referencia se puede encontrar en [26]. Esta constituye un 
problema propuesto en el año 2000 durante una discusión, donde se estableció un 
consenso entre los diferentes participantes, que permitía clarificar ciertas 
incertidumbres sobre los diferentes modelos utilizados. Se llegó a la conclusión de que 
la solución de los cálculos realizados se consideraba correcta refinando la malla hasta 
conseguir que la solución no variara por lo menos en los primeros cuatro dígitos. Se 
establecieron los siguientes tres casos de referencia: 
 𝑅𝑎 = 106 y propiedades constantes. 
 𝑅𝑎 = 106 y propiedades que siguen la ley de Sutherland 𝜈 = 𝜈(𝑇). 
 𝑅𝑎 = 107 y propiedades que siguen la ley de Sutherland 𝜈 = 𝜈(𝑇). 
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Tal y como se ha expuesto anteriormente en este estudio, las propiedades del fluido 
se han considerado contantes, a excepción del termino debido a la convección natural 
donde la densidad se ha considerado función de la temperatura (Aproximación de 
Boussinesq). Teniendo todo esto en cuenta a continuación se va a desarrollar el 
primer caso planteado por tal de poder comprobar el código realizado. 
Las condiciones iniciales de este problema son: 
𝑅𝑎 = 106 
𝑃𝑟 = 0.71 
En la siguiente tabla se pueden observar los resultados obtenidos en el documento [6]. 
 Locke Becker & 
Braack 
Vierendeels 
& Dick 
LeQuéré Weisman 
& 
LeQuéré 
Solución 
de 
referencia 
Malla 160x160 4 x 106 DOF 512x512 80x80 512x512  
Nu (x=0) 8.859785 8.859780 8.859783 8.859777 8.859781 8.85978 
Nu (x=1) 8.859789 8.859780 8.859783 8.859777 8.859780 8.85978 
Tabla 6.Soluciones de referencia encontradas en el documento [26] 
Tras observar esta tabla se debe comentar que en este estudio debido a limitaciones 
computacionales los resultados obtenidos no son tan precisos como los arriba 
presentados. Se debe observar que la malla más pequeña utilizada en la Tabla 2 es 
de 80x80 mientras que en nuestro caso se ha utilizado una malla de 31x31.De este 
modo, todos los resultados que se presentarán a continuación deben analizarse 
teniendo en cuenta estas limitaciones. 
En la siguiente tabla podemos observar los resultados y su error respecto a la solución 
de referencia para diferentes refinamientos de la malla. 
Malla 25x25 35x35 Referencia 
𝑵𝒖𝒙=𝟎 8.97468 8.85987 8.85978 
𝝐 [%] 1.297 0.001 - 
𝑵𝒖𝒙=𝟏 8.97999 8.86747 8.85978 
𝝐 [%] 1.3568 0.0868 - 
Tabla 7. Resultados y Error para diferentes refinamientos 
Realmente la diferencia existente entre las soluciones obtenidas y la de diferencia 
debería ser nula, pero tal y como se puede leer en los diferentes estudios de los que 
se han obtenido los resultados de referencia, estas discrepancias pueden deberse a 
errores numéricos. Además el hecho de que la malla no tenga un gran refinamiento ya 
implica un error numérico. 
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Distribución del Número de Nusselt 
Con las siguientes figuras se pretende mostrar la influencia de la conducción y la 
convección en diferentes secciones de la cavidad. 
 
Figura 38. Comparación de las diferentes distribuciones del número de Nusselt para 𝑹𝒂 = 𝟏𝟎𝟔 y un 
malla de 35x35 en x=0 
 
Figura 39. Comparación de las diferentes distribuciones del número de Nusselt para 𝑹𝒂 = 𝟏𝟎𝟔 y 
una malla de 35x35 en x=0.5. 
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Figura 40. Comparación de las diferentes distribuciones del némuero de Nusselt para 𝑹𝒂 = 𝟏𝟎𝟔 y 
una malla de 35x35 en x=1. 
 
Figura 41. Comparación de las diferentes distribuciones del número de Nusselt para 𝑹𝒂 = 𝟏𝟎𝟔 y 
una malla de 35x35 en y=0.5. 
Tal y como podemos observar en las figuras correspondientes a las secciones de x=0 
y x=1 la transferencia de calor está dominada por la conducción mientras que en el 
caso de x=0.5 domina la convección. 
También se debe destacar como en el caso de y=0.5, se puede observar claramente 
el dominio de la convección cuando se encuentran cerca las paredes. Esta imagen 
define claramente el proceso de convección que se lleva a cabo en la Differentially 
heated cavity. 
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Distribución de velocidades 
A continuación se presentan las distribuciones de velocidad vertical para y = 0.5, y 
velocidad horizontal para x = 0.5. 
 
Figura 42. Distribución de la velocidad vertical en y=0.5 para 𝑹𝒂 = 𝟏𝟎𝟔 y una malla de 35x35. 
 
Figura 43. Distribución de la velocidad horizontal en x=0.5 para 𝑹𝒂 = 𝟏𝟎𝟔 y una malla de 35x35. 
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Distribución de Temperatura 
A continuación se presentan las distribuciones de temperatura, dada por medio del 
parámetro adimensional 𝜙, tanto para x=0.5 como para y=0.5. Como se puede 
observar estás presentan una distribución antisimétrica, es decir, el lado izquierdo se 
enfría en la misma medida que lo hace el lado derecho. 
 
Figura 44. Distribución de temperatura en y=0.5 para 𝑹𝒂 = 𝟏𝟎𝟔 y una malla de 35x35. 
 
Figura 45. Distribución de temperaturas en x=0.5 para 𝑹𝒂 = 𝟏𝟎𝟔 y una malla de 35x35. 
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Isotermas y líneas de corriente 
En las siguientes imágenes se pueden observar los campos de temperatura y 
velocidad. 
 
Figura 46.Campo de Temperatura e isotermas para 𝑹𝒂 = 𝟏𝟎𝟔 y una malla de 35x35 
 
Figura 47. Campo de velocidades y líneas de corriente para 𝑹𝒂 = 𝟏𝟎𝟔 y una malla de 35x35 
De nuevo lo primero a destacar de todas las imágenes es la antisimetría que 
presentan ambos campos. 
En cuanto a las isotermas, podemos observar que estas se acumulan en las zonas 
cercanas a las paredes izquierda y derecha. Esto se debe a que la capa límite térmica 
en esta zona es muy fina y por tanto presenta un elevado gradiente de temperatura. 
Debido al alto número de Rayleigh, las isotermas en el centro de la cavidad son 
horizontales, por lo que se puede observar que el mecanismo principal de 
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transferencia de calor en esta zona es la convección. Además debido a las fuerzas de 
flotación por el gradiente de densidades se observa que el campo de temperaturas se 
encuentra estratificado, incrementando de la zona inferior a la superior de la cavidad. 
En cuanto al campo de velocidad se observa la aparición de dos vórtices laterales a 
ambos lados del vórtice central. Así como en la zona central la velocidad es muy baja, 
en las zonas cercanas a ambas paredes se observa como el fluido se acelera. 
A continuación se presentarán los campos de temperatura y velocidad para los casos 
de 𝑅𝑎 = 104 y 𝑅𝑎 = 105. Por tal de realizar una comparativa y observar como afecta la 
variación de este parámetro al problema. 
 
Figura 48. Campo de temperatura e isotermas para 𝑹𝒂 = 𝟏𝟎𝟒 y una malla de 35x35 
 
Figura 49. Campo de velocidades y líneas de corriente para 𝑹𝒂 = 𝟏𝟎𝟒 y una malla de 35x35 
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Figura 50. Campo de temperaturas e isotermas para 𝑹𝒂 = 𝟏𝟎𝟓 y una malla de 35x35 
 
Figura 51. Campo de velocidades y líneas de corriente para 𝑹𝒂 = 𝟏𝟎𝟓 y una malla de 35x35 
En las figuras superiores se puede observar que a medida que aumenta el número de 
Rayleigh las isotermas tienden a acercarse a las paredes izquierda y derecha, es decir 
que a medida que aumenta el número de Rayleigh también aumenta el gradiente de 
temperatura, la capa limite térmica se estrecha y el fluido se estratifica.  
En cuanto a las líneas de corriente, se observa que el vórtice central, que se encuentra 
claramente definido cuando 𝑅𝑎 = 104, a medida que el Rayleigh aumenta aparecen 
dos nuevos vórtices a su lado hasta que en el caso de 𝑅𝑎 = 106 quedan 
completamente definidos  y diferenciados del central. Así mismo el campo de 
velocidades a medida que aumenta el Rayleigh, se ralentiza en la zona central 
mientras que cerca de las paredes izquierda y derecha aumenta de magnitud. 
Para finalizar con los resultados de este caso se presentará una comparativa de las 
distribuciones del número de Nusselt, velocidad y temperatura en la sección central 
para diferentes valores del número de Rayleigh. 
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Comparación de la distribución del número de Nusselt en 𝒙 = 𝟎. 𝟓 
 
Figura 52. Comparativa distribución número de Nusselt en x=0.5. 
 
 
Figura 53. Comparativa distribución número de Nusselt de conducción en x=0.5. 
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Figura 54. Comparativa distribución número de Nusselt de convección en x=0.5. 
En las figuras anteriores se pude observar como a medida que aumenta el número de 
Rayleigh aumenta transferencia de calor, así como la influencia de la convección en el 
proceso. Cabe destacar como evolucionan la conducción y la convección, ya que en el 
caso de la convección solo se producen cambios en el valor de los picos, mientras que 
en la conducción la distribución se ve completamente alterada, tendiendo a formar una 
línea vertical, es decir que el proceso a medida que aumenta el número de Rayleigh 
tiende a ser solamente convectivo. 
Comparación de la distribución del número de Nusselt en 𝒚 = 𝟎. 𝟓 
 
Figura 55. Comparativa distribución número de Nusselt en y=0.5. 
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Figura 56. Comparativa distribución número de Nusselt de conducción en y=0.5. 
 
Figura 57. Comparativa distribución número de Nusselt de convección en y=0.5. 
Por medio de las imágenes superiores se puede apreciar como, al igual que en el caso 
anterior el proceso en esta sección viene dominado por la convecció, pero además se 
observa claramente que a medida que el número de Rayleigh aumenta, la camap 
límite cercana a las paredes se estrecha, pasando de valores de alrededor de 0.25, a 
valores menores a 0.1. 
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Comparación de la distribución de velocidades 
 
Figura 58. Comparativa distribución velocidad horizontal en x=0.5. 
 
Figura 59. Comparativa distribución velocida vertical en y=0.5. 
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En el caso de las velocidades encontramos dos comportamientos diferentes, para el 
caso de la velocidad horizontal, dado que las paredes superior e inferior son 
adiabáticas y por tanto su capa límite no varía, la distribución mantiene la forma, 
cambiando únicamente los valores de los picos. En cambio en el caso de la velocidad 
vertical la distribución se ve afectada no solo por el cambio del valor de los picos sino 
también en su forma, por culpa del cambio existente en la capa límite térmica a 
medida que aumenta el número de Rayleigh. 
Comparación de la distribución de temperatura 
 
Figura 60. Comparativa distribución temperatura en x=0.5. 
 
Figura 61. Comparativa distribución temperatura en y=0.5. 
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En este caso la primera figura, correspondiente a la distribución en la sección x=0.5, 
muestra claramente la estratificación del fluido, ya que en la zona media de la cavidad 
la temperatura presenta un comportamiento lieneal, es decir que el gradiente térmico 
en la dirección y es prácticamente constante. 
En la segunda figura se observa como a medida que aumenta el número de Rayleigh 
el gradiente térmico en la dirección x también lo hace. Cabe destacar como la zona 
media de la cavidad la temperatura es prácticamente constante, debido al 
estrechamiento de la capa límite, que es lugar donde se producen los cambios 
térmicos. 
8.7 Conclusiones 
Es este apartado se ha solucionado el problema de la Differetially heated cavity, 
basado en el fenómeno de la convección natural. Se han presentado las 
soluciones para diferentes valores del número de Rayleigh, 𝑅𝑎 = 104, 𝑅𝑎 = 105 y 
𝑅𝑎 = 106; pero la validación del código se ha realizado comparando solamente los 
resultados del caso de 𝑅𝑎 = 106 con la solución de referencia del mismo. 
Lo resultados obtenidos se han considerado satisfactorios dada su concordancia 
con la solución de referencia expuesta, siempre teniendo en cuenta las 
limitaciones comentadas al principio de la sección. Todos los resultados obtenidos 
de distribuciones de temperatura, velocidad y número de Nusselt han sido 
comparados con los presentados en [12] y [13], llegando a la conclusión de que 
son correctos. Lo mismo sucede con los campos de temperatura y velocidad 
obtenidos. 
Entre las mayores dificultades encontradas a la hora de solucionar este caso se 
debe destacar la limitación computacional. Tal y como se ha comentado 
anteriormente los tiempos de computación necesarios para la resolución del 
problema con mallas que no son de elevado refinamiento, como en este caso 
35x35, conllevan elevados tiempos de computación, haciendo imposible obtener 
resultados tan satisfactorios como los de referencia. 
Las posibles mejoras al problema serían la obtención de un esquema de 
resolución numérica más rápido, como por ejemplo un esquema espectral. Así 
como por ejemplo la generalización del código para permitir la resolución de 
cavidades en las que las paredes no fueran de igual tamaño o que no tuvieran 
porque ser cuadriláteros, permitiendo así estudiar la influencia del factor de vista. 
A lo largo de la resolución de este caso se han podido estudiar aspectos básicos 
del fenómeno de la convección natural, de la recirculación debida a cambios de 
densidad o el desarrollo de vórtices y estratificación del fluido. Esto ha permitido 
realizar una pequeña introducción básica al problema de los intercambiadores de 
calor en los que su mecanismo sea la convección natural.  
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9 Planificación actividades futuras 
En este apartado se planificarán las posibles mejoras planteadas en las conclusiones 
del trabajo. 
9.1 Descripción de actividades 
Código Actividad Descripción 
1. Esquema de resolución espectral 
1.1 
Planteamiento Numérico Presentación y discretización de 
las ecuaciones que rigen la física 
del problema teniendo en cuenta el 
nuevo esquema de resolución 
1.2 
Desarrollo Código 
 
Creación del programa en entorno 
C++ que implementa y resuelve las 
ecuaciones en el dominio deseado. 
1.3 
Verificación Comprobación de que los 
resultados obtenidos por medio de 
la simulación con el programa 
creado concuerdan con los datos 
experimentales o, en su ausencia, 
con los datos obtenidos en 
simulaciones del CTTC. 
1.4 
Visualización de 
resultados y conclusiones 
Descripción de los resultados 
obtenidos y conclusiones acerca de 
ellos. 
2. Problema con las paredes de diverso tamaño 
2.1 
Planteamiento Numérico Presentación y discretización de 
las ecuaciones que rigen la física 
del problema 
2.2 
Desarrollo Código Creación del programa en entorno 
C++ que implementa y resuelve las 
ecuaciones en el dominio deseado. 
2.3 
Verificación Comprobación de que los 
resultados obtenidos por medio de 
la simulación con el programa 
creado concuerdan con los datos 
experimentales o, en su ausencia, 
con los datos obtenidos en 
simulaciones del CTTC. 
2.4 
Visualización de 
resultados y conclusiones 
Descripción de los resultados 
obtenidos y conclusiones acerca de 
ellos. 
3. Problema con la cavidad no cuadrilátera 
3.1 
Planteamiento Numérico Presentación y discretización de 
las ecuaciones que rigen la física 
del problema 
3.2 
Desarrollo Código Creación del programa en entorno 
C++ que implementa y resuelve las 
ecuaciones en el dominio deseado. 
3.3 
Verificación Comprobación de que los 
resultados obtenidos por medio de 
la simulación con el programa 
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creado concuerdan con los datos 
experimentales o, en su ausencia, 
con los datos obtenidos en 
simulaciones del CTTC. 
3.4 
Visualización de 
resultados y conclusiones 
Descripción de los resultados 
obtenidos y conclusiones acerca de 
ellos. 
Tabla 8. Descripción de actividades. 
9.2 Tiempo de realización por actividad 
Se ha tenido en cuenta que por cada día se realizan 6h de trabajo de media. 
Código Actividad Tiempo de realización 
(días/h) 
1. Esquema de resolución espectral 6/36 
1.1 Planteamiento Numérico 1/6 
1.2 Desarrollo Código 2/12 
1.3 Verificación 2/12 
1.4 
Visualización de 
resultados y conclusiones 
1/6 
2. Problema con las paredes de diverso tamaño 9/54 
2.1 Planteamiento Numérico 2/12 
2.2 Desarrollo Código 3/18 
2.3 Verificación 3/18 
2.4 
Visualización de 
resultados y conclusiones 
1/6 
3. Problema con la cavidad no cuadrilátera 9/54 
3.1 Planteamiento Numérico 2/12 
3.2 Desarrollo Código 3/18 
3.3 Verificación 3/18 
3.4 
Visualización de 
resultados y conclusiones 
1/6 
 24/144 
Tabla 9. Tiempo de dedicación por actividad. 
9.3 Dependencias 
Código Actividad Actividad precedente 
1. Esquema de resolución espectral - 
1.1 Planteamiento Numérico - 
1.2 Desarrollo Código 1.1 
1.3 Verificación 1.2 
1.4 
Visualización de 
resultados y conclusiones 
1.3 
2. Problema con las paredes de diverso tamaño - 
2.1 Planteamiento Numérico - 
2.2 Desarrollo Código 2.1 
2.3 Verificación 2.2 
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2.4 
Visualización de 
resultados y conclusiones 
2.3 
3. Problema con la cavidad no cuadrilátera - 
3.1 Planteamiento Numérico - 
3.2 Desarrollo Código 3.1 
3.3 Verificación 3.2 
3.4 
Visualización de 
resultados y conclusiones 
3.3 
Tabla 10. Dependencias. 
9.4 Diagrama de Gantt. 
Dado que el estudio se realizará por una única persona, no se ha planteado la 
posibilidad de paralelizar procesos, ya que esto podría acarrear problemas que 
retrasen las entregas. 
 
Tabla 11. Diagrama de Gantt. 
  
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
1.1
1.2
1.3
1.4
2.1
2.2
2.3
2.4
3.1
3.2
3.3
3.4
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10 Presupuesto e impacto ambiental 
Dado que este proyecto es un estudio, el presupuesto solo tendrá en cuenta las horas 
invertidas en el trabajo, teniendo en cuenta el coste medio por hora de un ingeniero, 
así  como el coste de los programas y material utilizado. 
Para el cálculo del coste de los ordenadores se ha tenido en cuenta que ambos han 
dado un servicio equivalente al 40% de su vida útil, dado la alta carga computacional 
del estudio, por lo que si el precio total de cada ordenador es de 1200€ y a utilizado el 
40% de su vida útil, el coste que se aplicará al proyecto es 480 € por ordenador. 
10.1 Presupuesto. 
 Coste/hora Horas Coste [€] 
Coste de personal 20 600 12.000 
ParaView - - 0 
Dev-C++ - - 0 
 Cantidad Coste  
Ordenador 2 480 960 
Total   12960 
Tabla 12. Presupuesto. 
10.2 Impacto medioambiental 
Este estudio se ha llevado a cabo en su totalidad haciendo uso de un ordenador, por lo 
que, en cuanto a impacto ambiental se refiere, debemos tener en cuenta: 
 La energía eléctrica consumida a lo largo de las horas de trabajo y simulación. 
 El consumo de folios de papel para la toma de apuntes y notas. 
Dado que ambos aspectos se pueden encontrar en la rutina de cualquier persona, se 
puede concluir que el estudio no tiene un impacto ambiental directo. Por tanto la 
realización de este estudio no implica ningún daño o contaminación del medio 
ambiente. 
Cabe comentar que la realización de un estudio computacional en lugar de hacer 
pruebas experimentales, supone una disminución considerable en el impacto 
ambiental que podría alcanzar el estudio. 
  
Miguel Menéndez Melgoso 
91 
 
11 Bibliografía 
[1] Anderson, J. A. (1995). Computational Fluid Dynamics. The basics with 
applications. (McGraw-Hill, Ed.). 
[2]  Ardao, J. C. L. (2001). Programación en C. (DET, Ed.). 
[3]  Centre Tecnològic de Transferència de Calor, (CTTC). (n.d.). Symmetry-Preserving 
Discretization of Navier-Stokes Equations. 
[4]  Centre Tecnològic de Transferència de Calor, (CTTC). (n.d.). Numerical Solution of 
Convection. 
[5] Centre Tecnològic de Transferència de Calor, (CTTC). (n.d.). A One-Dimensional 
Steady Conduction Problem. 
[6] Centre Tecnològic de Transferència de Calor, (CTTC). (n.d.). Navier-Stokes 
Equations: Symmetry and Conservation. 
[7] Centre Tecnològic de Transferència de Calor, (CTTC). (n.d.). Introduction to the 
Fractional Step Method. 
[8] Centre Tecnològic de Transferència de Calor, (CTTC). (n.d.). Burguers Equation in 
Fourier Space. 
[9] Centre Tecnològic de Transferència de Calor, (CTTC). (n.d.). Validation of the 
convection-diffusion equation. 
[10] Centre Tecnològic de Transferència de Calor, (CTTC). (n.d.). A Two-dimensional 
Steady Convection-Diffusion Equation: the Smith-Hotton problem. 
[11] Centre Tecnològic de Transferència de Calor, (CTTC). (n.d.). A Two-Dimensional 
Transient Conduction Problem. 
[12] De Vahl Davis, G. (1983). Natural convection in a square cavity: a comparison 
exercise. International Journal for Numerical Methods in Fliuds, 3, 227–248. 
[13] De Vahl Davis, G. (1983). Natural convection of air in a square cavity a bench 
mark numerical solution. International Journal for Numerical Methods in Fliuds, 3, 
249–264. 
[14] Favre, J. M. (n.d.). ParaView Visualization Course. 
[15] Hodson, R. (2012). Objective - C. (Syncfusion, Ed.). 
[16] Josuttis, N. M. (2012). The C++ Standard Library. (Addison-Wesley, Ed.). 
[17] Kreith, F., Boehm, R. F., Raithby, G. D., & Hollands, K. G. T. (1999). Heat and 
Mass Transfer. (CRC Press LLC, Ed.). 
[18] Lischner, R., Cornell, G., Gennick, J., Lowman, M., Moodie, M., Pepper, J., … 
Welsh, T. (n.d.). Exploring C ++ The Programmer ’ s Introduction to C ++. 
Miguel Menéndez Melgoso 
92 
 
[19] Moreland, K. (n.d.). The ParaView Tutorial. (S. Na. Laboratories, Ed.). 
[20] Nieto Bautista, J. (2009). Estudio de mecanismos básicos de transferencia de 
calor con CFD Fluent. Universidad Carlos III de Madrid. 
[21] Patankar, S. . (1980). Numerical Heat Transfer and Fluid Flow. (McGraw-Hill, Ed.). 
[22] Sargsyan, T. (2012). Estudio de fenómenos de transferencia de calor y dinámica 
de fluidos mediante los métodos de lattice Boltzmann y volúmenes finitos. 
Universitat Politècnica de Catalunya. 
[23] Versteeg, H. K., & Malalasekera, W. (2007). Computational Fluid Dynamics. The 
Finite Volume Method. (Perarson Education Limited, Ed.). 
[24] Vinhais, C. A. (n.d.). VTK - Visualization Toolkit. 
[25] VTK File Formats. (n.d.). 
[26]Le Queére, P., Weisman, C., Paillère, H., Vierendeels, J., Dick, E., Becker, R., … 
Locke, J. (2005). Modelling of Natural Convection Flows with Large Temperature 
Differences a Benchmark Problem for Low Mach Number Solver. Part 1. 
Reference Solutions. ESAIM: Mathematical Modeling and Numerical Analysis. 
 
 
 
 
 
 
 
